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Vorwort; 



Der grossartige Entwurf, den Riemann^) im Jahre 1857 von der 
Theorie der Aberschen Functionen gegeben hat^), ist seitdem ununter- 
brochen weiter ausgebaut worden. Nächst den grösseren, allgemein 
bekannten Werken über die AbeFschen Functionen von C. Neumann ^), 
Cleb^ch und Gord^an*), Briot^), die in engerem oder weiterem An- 
schluss an Riemann das Yerständniss von dessen Theorie vermitteln, 
waren es besonders die Untersuchungen der Herren F. Prym^) über 
die hyperelliptischen Functionen und H. Weber') über die Aberschen 
Functionen vom Geschlecht |) = 3, die auf die weiteren Ausführungen 
der Riemann'schen Theorie anregend und fördernd gewirkt haben. 

Es fehlt indess augenblicklich an einem Lehrbuch, das nicht 
nur eine Uebersicht über die von Riemann selber geschaffene Theorie, 
sonciern auch über die seither hinzugekommenen Ausführungen der- 



1) B. Biemann, Ges. Werke, hrsggb. von H. Weber, Leipzig. 1. A. 1876. 
2. A. 1892. S. 81—135. 

2) Kurz vor Riemann's Veröffentlichung fallen die ersten Mittheilungen von 
Herrn Weierstraes über seine Theorie der hyperelliptiachen Functionen. Herr W. 
hat seitdem seine Methoden auf die Aberschen Functionen und schliesslich auf 
die allgemeinsten 22? -fach periodischen Functionen von p Yariabeln ausgedehnt. 
Der dritte Band der ges. Werke soll die Untersuchungen bringen. Das vorliegende 
Werk hat es nur mit den Methoden von Biemann zu thun. 

3) C. Neumann, Vorl. üb. Riemann's Theorie der Aberschen Integrale, 
Leipzig. 1. A. 1865. 2. A. 1884. 

4) Clebsch ü. Gordan, Theorie der Aberschen Functionen. Leipzig 1866. 
(Citirt: Ab. F.) 

5) Briot, Theorie des fonctions Abäliennes. Paris 1879. 

6) F. Prym, Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen, Wiener Denk- 
schriften. Bd. 24. 1864. 2. A. Berlin 1885. Zum Theil schon . als Dissertation Berlin 
1863. Prym, Zur Theorie der Functionen in einer zweiblftttr. Fläche. Zürich 
1866. Bez. der Untersuchungen über Thetafunctionen s. S. 282. 

7) H. Weber, Theorie der Aberschen Functionen vom Geschlecht 3. Berlin 
1876. (Citirt: Ab. F. p = 3.) 
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IV Vorwort. 

selben gibt. Das vorliegende, aus Vorlesungen erwachsene Werk soll 
versuchen, hier einzutreten. Die Darstellung schliesst sich im Grossen 
und Ganzen eng an die Riemann'sche Abhandlung an und zerfällt wie 
diese in zwei Theile, von denen der erste die algebraischen Func- 
tionen und AbeVschen Integrale, der zweite das Jacobi'sche Umkehr- 
problem zum Gegenstand hat. Indess bin ich von der Riemann'schen 
Behandlung besonders in zwei Punkten abgewichen, worüber ich kurz 
Rechenschaft geben muss. 

Der erste Punkt betrifft die Behandlung der algebraischen Func- 
tionen. Diese ist von Riemann selber in rein algebraischer Form nur 
bis zu einem gewissen Grade und unter beschränkenden Voraus- 
setzungen durchgeführt, dann aber, der grösseren Allgemeinheit halber, 
durch functionentheoretische Betrachtungen auf Grund des Dirichlet'- 
schen Principes ergänzt worden. In ihrer ganzen Allgemeinheit ist 
die Theorie der algebraischen Functionen noch heute Gegenstand aus- 
gedehnter Untersuchungen; sie hat sich mehr und mehr zu einer 
besonderen Disciplin entwickelt, die noch keineswegs abgeschlossen 
ist^). Zunächst aber bedurften die von Riemann mit transcendentea 
Mitteln gewonnenen Sätze einer rein algebraischen Beweisführung. 
Eine solche wurde im Anschluss an Clebsch und Gordan zuerst von 
den Herren Brill und Nöther in einer wichtigen Arbeit (Mathem. 
Ann. Bd. 7. 1873) gegeben unter der Voraussetzung, dass die zu 
Grimde liegende, algebraische Gleichung von singulären Punkten 
nur mehrfache Punkte mit getrennten Tangeüten besitze, auf weLehea 
Fall sich die allgemeinste, algebraische Gleichung durch eindeutige 
Transformation zurückführen lässt An diese algebraisch-geometrische 
Theorie von Brill und Nöther schliesst sich unsere Darstellung 
(Abschn. II § 7 — 11) an mit der weiteren Beschränkung, dass von 
singulären Punkten nur Doppelpunkte vorkommen, auf welche sich 
wiederum die mehrfachen Punkte mit getrennten Tangenten durch 
eindeutige Transformation zurückführen lassen. Doch sind die Ent- 
wicklungen unter Voraussetzung von Doppelpunkten so gegeben, dass 
eine Ausdehnung auf den allgemeineren Fall der mehrfachen Punkte 
den Gedankengang im Wesentlichen ungeändert lässt. Es schien aus 
didactischen Gründen zweckmässig, den algebraischen Theil der Theorie 



1) Vgl. Brill u. Nöther, die Entwickelung der Theorie der algebraischen 
Functionen. Sonderabdruck aus dem Jahresbericht der deutschen Mathematiker- 
Vereinigung. Berlin 1894. In diesem Bericht ist u. A. besonders auch auf die 
algebraische Theorie von Herrn Weierstrass (Vorlesungen von 1869 an) ein- 
gegangen, während die mehr arithmetischen Untersuchungen von Kronecker und 
T)edekind -Weber von dem Bericht ausgeschlossen waren. 



Vorwort. V 

nicht zu weit auszudehneiii sondern mehr nur die leitenden Gedanken 
hervortreten zu lassen. 

Der zweite Punkt betriflft die Einführung der Thetafanction. 
Diese geschieht bei Riemann rein historisch und ohne Vermittelung 
mit dem Umkehrproblem, zu dessen Lösung sie doch dienen soll. 
Ein erster Weg, vom Umkehrproblem ausgehend, zur Thetafunction 
zu gelangen, ist von Herrn Weierstrass und im Anschluss daran von 
Clebsch und Gordan eingeschlagen worden. Man gewinnt hier die 
Thetafunction, indem man eine Formel aus der Theorie der elliptischen 
Functionen, welche das Integral 3. Gattung durch den Logarithmus 
der Thetafunction darstellt, für den Fall der AbePschcn Functionen 
und für p Variable erweitert. Indess führt diese Herleitung nur durch 
eine längere, nicht leicht zu übersehende Rechnung zur Thetafunction 
und ihren Eigenschaften und die mannigfachen Darstellungen der 
algebraischen Functionen imd AbeFschen Integrale durch die Theta- 
function lassen sich, da sie entsprechend ebenfalls rechnerisch durch- 
zuführen sind, nur schwer im voraus übersehen. Ein zweites Ver- 
fahren, vom Umkehrproblem zur Thetafunction zu gelangen, ist von 
Herrn Hermite für die elliptischen Functionen angegeben und von 
Herrn Weber auf die AbeVschen Functionen ausgedehnt worden. Das- 
selbe geht von der Bemerkung aus, dass die darzustellenden Um- 
kehrungsfunctionen 2j}-fach periodische Functionen von p Variabein 
sind, und zeigt, dass solche Functionen sich durch Quotienten von 
jp-fach unendlichen Reihen in den p Variabein darstellen lassen. Diese 
Beihen sind die Thetafunctionen. Die Riemann'sche Theorie, die sich 
an diese Herleitung der Thetafunctionen unmittelbar und natürlich 
anschliesst, bietet nunmehr den grossen Vortheil, dass man alle mög- 
lichen Darstellungen von algebraischen Functionen und AbeFschen 
Integralen durchs die Thetafunction von vornherein übersieht und 
beherrscht und dass man dadurch einen tieferen Einblick in die 
innere Natur der Probleme und ihre Lösung gewinnt. Aus diesen 
Gründen habe ich die zweite Herleitung der Thetafunction vor- 
gezogen (§ 25). 

Im Uebrigen war ich bestrebt, die Entwicklungen möglichst in 
Riemann's Sinn zu geben und aus der neueren Litteratur das auszu- 
wählen, was sich enger an die Riemann'sche Theorie anschliesst. Bei 
der Lösung des Umkehrproblems habe ich frühere, eigene Arbeiten 
benutzt, welche mir einerseits zur Einführung in die allgemeine Theorie 
am geeignetsten schienen (Abschnitt VI) und andrerseits die allge- 
meinsten Bildungen enthalten dürften (Abschnitt VII). Die vor Allem 
wichtigen invarianten Darstellungen lassen sich für allgemeines p noch 



VI Vorwort. 

nicht durchführen, pie neueren Untersuchungen in dieser Richtung 
beschäftigen sich noch mit den Fällen |) «?= 3 und jp == 4. 

Auf specielle Fälle ist nichl! eingegangen, weil solche in den 
erwähnten Arbeiten der Herren Prym, Neumann, Weber und Thomae ^) 
eingehend in Riemann'schem Sinne behandelt sind. Dagegen habe ich 
in der Einleitung zum ersten und zweiten Theil die wichtigsten Sätze 
und Formeln aus der Theorie der elliptischen Functionen voraus- 
geschickt und auf ihre Analogie mit den Sätzen und Formeln in der 
Theorie der Aberschen Functionen hingewiesen. Von Litteratur ist 
nur das angeführt, was in näherer Beziehung zum Texte steht. Es 
wird dies umsomehr genügen, als die Grundgedanken doch sämmtlich 
auf Biemann zurückgehen. Zur Ergänzung der Litteraturangaben 
kann, wenigstens für einen Theil d^s behandelten Stoffes, der bereits 
erwähnte Bericht von Brill und Nöther dienen. An manchen Stellen, 
wie z. B. bei der Besprechung des Zusammenhanges einer Fläche (§ 2) 
und bei der Formulirung des Jacobi'schen Umkehrproblems (§ 25) 
habe ich mich mit der historischen Anführung von Erklärungen und 
Sätzen begnügt, um längere Einschaltungen, welche die Uebersicht 
über die Haupttheile erschweren konnten, zu vermeiden. 

Ich bin meinem Freunde, Herrn F. Prym, zu besonderem Danke 
verpflichtet für die Bereitwilligkeit, mit der er mir die Einsicht in 
zwei Vorlesungen von Riemann gestattet hat. Die erste Vorlesung 
(Sommer 1861, angezeigt unter dem Titel: Ueber Functionen einer 
veränderlichen, comjplexen Grösse, insbesondere elliptische und Abersche, 
4 St. wöch.) behandelt den ersten Theil der Eiemann'schen Theorie 
(Ges. W. S. 81 — 120) und gibt wesentlich Ausführungen derselben. 
Von besonderem Interesse in ihr ist eia Abriss der Theorie der 
elliptischen Functionen nach Riemann's Methoden. Die zweite Vorlesung 
(Winter 1861/62, angezeigt als Fortsetzung der ersten, 3 St. wöch.) ent- 
hält in ihrer ersten Hälfte den zweiten Theil der Biemann'schen Theorie 
(Ges. W, S. 120 — 135), in ihrer zweiten Hälfte nach einigen weiteren, 
allgemeinen Sätzen eine Reihe von Ausführungen für den Fall ^=3. Die 
erste Vorlesung und die erste Hälfte der zweiten Vorlesung sind von 
Herrn Prym ausgearbeitet und, autographirt, in engerem Kreise ver- 
breitet. Die zweite Hälfte der zweiten Vorlesung ist nur in einer Nach- 
schrift von Herrn Prym und der Abschrift eines Theiles derselben von 
6. Roch vorhanden und aus dieser zum grösseren Theil in Riemann's 
Ges. W. (S. 456 — 472) aufgenommen. Man darf wohl dem W^unsche 

1) Thomae, Ueber eine specielle Klasse Aberscher Functionen. Halle 1877; 
und: Ueber eine specielle Klasse AbeFscher Functionen vom Geschlecht 3. Halle 
1879. 



'*- Vorwort. VIT 

Ausdruck gebep, dass die noch unbenutzten Theile jener Vorlesung 
bei eiiier erneuten Auflage von Riemann's Werken Verwendung finden 
möeliten. Ich hebe aus ihnen folgende, in der Zwischenzeit von 
anderen Autoren gefundenen und veröffentlichten Formeln hervor. 
Erstens die in§ 31 njitgetheilte Formel (21); zweitens eine Gleichung 
für j> = 3^ die übereinstimmt mit der Gleichung; die Herr Weber 
(Ab. F. j) = 3. S. 107. Gl. (11)) aufgestellt hat und die für allgemeines 
j9 in unsrer Darstellung in der ersten Gleichung (26) § 33 enthalten 
ist; drittens eine Formel für ^ = 3 (ohne Beweis), die sich mit der 
von Herrn Frobenius (Joum. für Math. Bd. 98.^ S. 260. 1884) gegebenen 
Formel (7) deckt und die zu den in unserer Darstellung S. 279 er- 
wähnten Formeln (P) gehört. 

Zum Schluss ist es mir ein Bedürfniss, meinen Freunden und 
Collegen, die mich bei der Arbeit unterstützt haben, auch an dieser 
Stelle meinen wärmsten Dank auszusprechen, Herrn A. Brill für die 
Hilfe, die er mir bei Bearbeitung der Abschnitte H und IV durch 
Rath und That so eingehend gewährt hat, und Herrn 0. Holder für 
eine Reihe sehr werthvoUer Bemerkungen allgemeiner Art. 

Tübingen, Juli 1896. 

H. Stahl. 
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Druckfehler. 



S. 142, Z. 7 y. u. in (8 a) zu les^n: N^. und M^. statt N^. und M-, 

S. 190, Z. 17 y! 0. zu lesen: in (30) und (31) § 33 sUtt in (12) § St und 
(29) § 33. 

S. 281, Z. 6 V. 0. zu lesen: (20—26) statt (2—26). 

S. 281, Z. 21 Y. 0. zu lesen: sa dass die statt so dass. 
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Erster Theü. 

Die rationalen Functionen nnd Aberselien Integrale. 



Einleitung. 

Die Theorie der Aberschen Functionen und Integrale bildet eine 
Verallgemeinerung der Theorie der elliptischen Functionen und Inte- 
grale. Zum leichteren Verständniss der ersteren dürfte eine kurze üeber- 
sielit über die Hauptpunkte der letzteren Theorie zweckmässig sein. 

In der Theorie der elliptischen Functionen geht man aus 
von einer Gleichung zwischen zwei complexen Yariabeln {x^y) yom 
Grade w = 3 und vom Geschlecht p = 1 von der Form *) 

1/2 = B{x) = 4a;* — g^x — 5^3 = K^ — ^)(^ -*- ^)(^ — ^^s)» (1) 
wo ^2 ^^^ 9z beliebige^ reelle oder complexe Grössen sind. 

Die erste Aufgabe ist die Untersuchung der Gleichung 
(1); sie fuhrt zu zwei geometrischen Vorstellungen, die beide von Wich- 
tigkeit sind. Die erste derselben betrachtet als Ort der complexen 
Variabein x nicht eine einfache Ebene, sondern eine zweiblättrige, im 
Unendlichen geschlossene Fläche T, in welcher die zweiwerthige Function 
y = ^Rx eindeutig ist, so dass jedem Werthepaar {Xy y) oder {x, YRx) 
eindeutig ein Punkt dieser Fläche entspricht und umgekehrt. Die 
Fläche T heisst die Biemann'sche Verzweigungsfläche der Function 
y =yEx] sie hat vier Verzweigungspunkte e^, Cg, Cg, cx>. Ihre beiden 
Blätter gehen in einander über längs zweier Verzweigungsschnitte, die 
zwischen e^ und e^ und zwischen e^ und cx> verlaufen mögen. Die 
Fläche T ist nicht einfach zusammenhängend, sondern wird erst durch 
2p =^ 2 Querschnitte a und b einfach zusammenhängend gemacht. Wir 
denken uns b im oberen Blatt um die Punkte 63 und 6^, a theils im 
oberen theils im unteren Blatt um die Punkte e^ und e^ gelegt. Die 

1) Diese Uebereicht schliesst sich in der Behandlung an Riemann, in der 
Bezeichnung an das Werk: Weierstrass, Formen und Lehrsätze zum Gebrauche 
der elliptischen Functionen, bearbeitet u. hggb. von Schwarz (2. A. 1893) an. 

Stahl, Abel'sche Funotioueu.- 1 
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zweite geometrische Vorstellung betrachtet (1) als Gleichung einer 

Curve vom Grade n = 3 und vom Geschlecht p = 1 mit complexen 
Coefficienten und complexen Coordinaten (x, y) und wendet auf sie 
alle Bezeichnungen an, die bei reellen Curven gebräuchlich sind. Sie 
spricht von einer Ebene, der (a?, t/)-Ebene, in der die Curve liegt (die 
aber keine reelle Existenz hat), und nennt ein Werthepaar (Xj y), das 
der Gleichung (1) genügt, einen Punkt dieser Curve u. s. f. Die letztere 
Deutung von (1) als Curve lässt eine besonders einfache Ausdrucks- 
weise zu bei algebraischen Fragen und geometrischen Anwendungen, 
die Darstellung von y durch die Verzweigungsfläche T bietet dagegen 
besondere Vorzüge bei transcendenten Fragen. 

Eine functionentheoretische Untersuchung zeigt, dass jede in T 
eindeutige oder wie T verzweigte Function des Ortes, die regulär ist, 
d. h. nur in einer endlichen Zahl von Punkten in T und in jedem der- 
selben nur in endlicher Ordnung unendlich wird, eine rationale Function 
von (a?, y) oder von {x,yBx) ist. 

Diese Untersuchung der Gleichung (1) findet ihre Verallgemei- 
nerimg in den Betrachtungen des Abschnittes I. 

Eine zweite Aufgabe ist die algebraische Untersuchung der 
rationalen Functionen von (x, y) oder von (x, yRoc), Diese 
Functionen sind, wenn f{x) und ^>[x) rationale, gebrochene Functionen 
von x allein darstellen, von der Form 

^ ^ yRx 

Für diese Function gilt, im Gegensatz zu den rationalen Functionen 
von X allein. Folgendes: 

Die Function (2) ist eindeutig und stetig in der zweiblättrigen 
Fläche T mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von Punkten, in 
welchen die Function in endlicher Ordnung unendlich wird. Diese 
Eigenschaft ist nach dem Obigen charakteristisch für die rationalen 
Functionen von (a?, y) und kann zur Definition derselben dienen. 

Ferner ist die Zahl q der Punkte, in welchen die rationale 
Function (2) unendlich in erster Ordnung (= oo^) und Null in erster 
Ordnung (= 0^) wird, die gleiche; diese Zahl heisst die Ordnung der 
Function. Aber die Ordnung q ist nicht willkürlich, sie hat eine 
untere Grenze jp + 1 = 2 imd die q oo^ "Punkte und die q 0^ Punkte 
der Function sind nicht unabhängig von einander, sondern von diesen 
2q Punkten ist einer (p = 1) durch die 2q — 1 übrigen bestimmt. 

Hieraus ergeben sich für die Bildung der rationalen Function von 
(a?, yRx) die l^ätze: 
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Die Function ist bis auf einen constanten Factor bestimmt^ wenn 
von ihren cx>^ Punkten und ö^ Punkten alle bis auf einen gegeben 
sind; der letzte Punkt ist dann eindeutig bestimmt. 

Die Function ist femer bis auf eine additive Constante be- 
stimmt, wenn ihre q oo^ Punkte und p — 1 von den zugehörigen 
Residuen gegeben sind. Das letzte Residuum ist dann eindeutig 
bestimmt. 

Diese Untersuchungen über die rationalen Functionen finden ihre 
Verallgemeinerung in den Betrachtungen des Abschnittes TL, 

Eine dritte Frage gilt den Integralen der rationalen Functio- 
nen (2), den sog. elliptischen Integralen, die sich (abgesehen von 
Integralen rationaler Functionen von x allein) darstellen in der Form: 



j 



* f(x) dx 
YBx 



(3) 



wo f{x) eine gebrochene, rationale Function von x ist. 

Die charakteristischen Eigenschaften der Integralfunction (3) von 
X sind folgende: 

Die Function (3) jv^ird im Allgemeinen nicht nur algebraisch 
sondern auch logarithmisch unendlich; sie ist femer in der Fläche T 
eine unendlich vieldeutige Function des Ortes, derart, dass sie um 
gewisse Constanten A und J5, die sog. Periodicitätsmoduln, wächst, 
wenn der Integrationsweg die Querschnitte a und h überschreitet. 

Das allgemeine elliptische Integral (3) lässt sich in einfachere 
Integrale zerlegen, die wesentlich verschiedenen Charakter haben, 
nämlich in Integrale der 1., 2. und 3. Gattung. Ein Integral 1. Gattung 
bleibt in allen Punkten von T endlich; es gibt (entsprechend dem 
Geschlecht jp = 1 der Gleichung (1)) nur ein Integral 1. Gattung, 
nämlich : 



u 

.00 



-A^l-. (4) 



Dagegen existiren beliebig viele Integrale 2. Gattung d. h. solche, 
die nur in einem Punkt von T algebraisch unendlich werden, und 
Integrale 3. Gattung d. h. solche, die nur in zwei Punkten von T 
logarithmisch unendlich werden. So stellen die Integrale 
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fj^ und fy^oAX- (5^ 

J VB^ ^ YBx X — x^ 
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ein Integral 2. Gattung mit liem. algebraischen ünstetigkeitspunkt 
(aj = cx>, ySx = cx>) und ein Integral 3. Gattung mit den beiden loga- 
rithmischen Unstetigkeitspunkten {x^j + l^-B^o) ^^^ (^o^ " V^^o) ^^^• 
Untersucht man die Beziehungen^ die zwischen zwei elliptischen 
Integralen und ihren Unstetigkeitspunkten oder zwischen einem ellip- 
tischen Integral und einer rationalen Function sowie deren Unstetig- 
keitspunkten stattfinden; so erhält man eine Reihe von Gleichungen 
und Sätzen, aus denen wir nur da^ Abel'sche Theorem für die Inte- 
grille 1. Gattung hervorheben: 

Die Summe, der Werthe des elliptischen Integrals 1. Gattung, 
genommen zwischen zwei Punktsystemen, in welchen eine rationale 
Function r von (x, y) die Werthe oo^ und 0^ annimipt, ist gleich 0. 

Setzt man z. B. r = aa; + 6y + ^? ^o a, 6, c beliebige Constanten 
sind, so wird r ■« cx>^ im Punkt (a; = oo, y «= cx>) der Curve (1) und 
r = 0^ in drei Punkten {x^y yj, (a;,, y^), (x^, y^), die, wenn man yMx 
für y schreibt, durch die Gleichung verbunden sind: 

1 x^ yiRx^ 
(6) 1 x^ YBx^ = . 

1 x^ VBxs 

Bezeichnet man die drei Integrale 1. .Gattung von der Form (4) 
mit den oberen Grenzen iCi, x^, x^ durch w^, u^, Mj, so sagt das Abel- 
sche Theorem aus, dass ^ 

(7) Wi -f W, -f Wg = 0. 

Aus (6) folgt also (7), und umgekehrt kann man aus (7) wieder 
die Gleichung (6) ableiten. 

Die vorstehenden Sätze über die elliptischen Integrale finden ihre 
Verallgemeinerung im Abschnitt -^III; die Sätze" über das Integral 
1. Gattung in § 15; über die Integrale 2. und 3. Gattung in § 16; 
das Aber sehe Theorem in §§ 19 und 20. 

Hieran schliessen sich wichtige Folgerungen bez. der Umkehrungs- 
function des Integrals 1. Gattung^. Betrachtet man in (4) x als 
Function von u und setzt 

(8) x=^p(u) y^YBx = -^£=.-p'(u) 

und nennt die Periodicitätsmoduln des Integrals (4) an den Quer- 
schnitten a und b bezüglich 2(o und 2a)', so gibt die^conforme Ab- 
bildung der Verzweigungsfläche T mittels des Integrals (4) in der 
u-Ebene ein Parallelogramm, dessen gegenüberliegende Seiten den 
parallelen Rändern der Querschnitte a und b entsprechen. Hieraus 
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folgt, dasö die Functionen (8) eindeutige, doppelt periodische Functionen 
der Yariabeln u mit den Perioden 2ix> und 2a»' sind; solche Functionen 
heissen elliptische Functionen. Ebenso sind die Wurzelfunctionen 
Yx — Ci (i= 1, 2, 3) elliptische oder doppelt periodische Functionen 
von u mit etwas veränderten Perioden. 

Die Aequivalenz der Bedingungen (6) und (7) führt zu dem 
algebraischen Additionstheorem der Function p{u), welches aussagt, 
dass |)(Mj + Wg) sich rational durch pu^ifPU^jp'UifP'u^ oder algebraisch 
durch pUifpu^ allein ausdrücken lässt; es ist nämlich 

2\pui pth — ^ gt)(p^i + jp«i) — fl's — p\p'^i 

p(u. + Wj) = o~7 \f (9) 

Ein ähnliches Additionstheorem besteht für p\u), für die Wurzel- 
functionen Ypu — Ci und allgemein für jede doppelt periodische 
Function. 

Diese Sätze über die elliptischen Functionen finden ihre Verall- 
gemeinerung erst später in Abschnitt VII § 36 Satz V — IX. 

Eine vierte Betrachtung dient zur Erweiterung der erhaltenen 
Resultate. Die letzteren gelten zunächst für die algebraische Grund- 
gleichung (1) vom Grade n «= 3 und vom Geschlecht p = 1, Sie 
lassen sich aber auf eine algebraische Gleichung i^i(a?i, yi) =* von 
beliebigem Grade n^ und vqn demselben Geschlecht, p = 1 übertragen 
durch die sog. eindeutige Transformation d. h. eine Transformation 
der Form 

^1 = 9(^7!/) yi = *(^,y); (10) 

wo 9 und ^ rationale Functionen von x und y sind von der Be- 
schaffenheit, dass sich umgekehrt mit Hilfe von (1) oder Fi(x^,yi) = 
auch X und y als rationale Functionen von (x^, y^) darstellen. Es 
zeigt sich, dass durch eine solche Transformation eine gegebene 
Gleichung F^ix^^ yj = vom Geschlecht p = 1 stets auf die Form (1) 
gebracht werden kann derart, dass die absolute Invariante von (1), 
nämlich g^-g^j niit der von -^1(^2^1, yj «= identisch wird. Damit 
hat man auch die Theorie der zu F^{Xiy y,) = gehörigen elliptischen 
Functionen und Integrale. 

Diese Untersuchungen finden ihre Verallgemeinerung im Ab- 
schnitt IV. 

Wir brechen hier die Uebersicht über die Theorie der elliptischen 
Functionen ab und geben die Fortsetzung derselben in der Einleitung 
zum zweiten Theil, der das Umkehrproblem behandelt. Im Bückblick 
auf das Vorstehende lässt sich nun der Inhalt des ersten Theiles 
unserer Darstellung der Theorie der AbeFschen Functionen leicht 
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übersehen. Derselbe handelt unter Voraussetzung einer algebraischen 
Gleichung F{Xj y) = vom Grade n und vom Geschlecht p von den 
rationalen Functionen von (ic, y) und ihren Integralen, den Aberschen^ 
Integralen, und zerfällt in folgende vier Abschnitte:. 

Abschnitt I untersucht die algebraische Grundgleichung F(x,y) 
= und die zugehörige Verzweigungsfläche T. 

Abschnitt II behandelt die Eigenschafben und Bildungsweisen 
der rationalen Functionen von (a?, y). 

Abschnitt III betrachtet die zu -F=0 gehörigen AbeVschen 
Integrale und die Beziehungen derselben zu einander und zu den 
rationalen Functionen einschliesslich des Aberschen Theorems. 

Abschnitt IV gibt die Erweiterung der gewonnenen Theorie 
durch Anwendung der eindeutigen Transformation auf die Gleichung 
F(x,y)==^0 und die zugehörigen rationalen Functionen und Aberschen 
Integrale. 



Erster Abschnitt. 
Die algebraische firundgleichung. 

Wir geben -zuerst (§§ 1 — 3) eine geometrische Untersuchung der 
Gleichung F{Xj y) == und der Zweigfunctionen y = fix), welche zur 
Construction der mehrblättrigen Verzweigungsfläche T von y führt. 
Alsdann folgt (§§ 4—6) eine analytische Untersuchung von F(x,y)=^0 
und der in T eindeutigen, regulären Functionen. 

§ 1. Die n Zweigfunotionen. 

Die Grundlage der folgenden Untersuchungen bildet eine alge- 
braische Gleichung zwischen zwei complexen Variabein x und y: 
F(Xf y) = 0. Diese Gleichung sei in. x, wie in y rational und ganz 
und ausserdem irreducibel, d. h. nicht in Gleichungen derselben Art 
von niederem Grade zerfallbar. Der Grad von F(x, y) in y sei n und 
nach Potenzen von y- geordnet sei 

F{x, y) = r^'oi^) + J^""*9i(^) H h y9>»-i W + ^n{x) = 0, (1) 

wobei die Coefficienten q)i{x) ganze rationale Functionen in x sind. 
Man betrachte x als die unabhängige, y als die abhängige Variable 
und denke sich die erstere geometrisch dargestellt in einer 
Ebene, der a;-Ebene, die im Unendlichen geschlossen ist wie eine 
Kugel. Durch Auflösung von (1) nach y erhält man n verschiedene 
Functionen 

yi = fii^) y2 = f2{^) ••• yn = fn(x), (2) 

welche die Zweigfunctionen oder Zweige der durch (1) definirten 
n-deutigen Function y == f{x) heissen. 

Ein im Endlichen gelegener Punkt der rc-Ebene heisst ein re- 
gulärer Punkt der n-deutigen Function y = f{x)j wenn in ihm die 
n Zweigfunctionen endliche und von einander verschiedene Werthe 
haben; er heisst ein kritischer Punkt von y=^f{x)j wenn in ihm 
einzelne Zweigfunctionen einander gleich oder unendlich werden. 

Der Punkt x = oo kann für die Function y «= f{x) ebenfalls 
regulär oder kritisch sein; die Untersuchung für ihn lässt sich stets 
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durch die Substitution rc = |— * auf den Punkt 5 = einer |- Ebene 
zurückführen. Wir werden daher das Verhalten der Zweigfunctionen 
im Punkte rc; = oo immer nur kurz erwähnen. 

Wie die kritischen Punkte analytisch zu ermitteln und genauer 
zu unterscheiden sind, zeigt sich später (§ 4). Man sieht aber sofort, 
dass ihre Zahl eine endliche ist. Denn die Punkte, in denen die 
Zweigfunctionen unendlich werden, sind die Nullpunkte von q>Q{x), 
und ausserdem unter umständen der Punkt o; «» oo, ihre Zahl ist 
daher endlich. Und die Punkte, in denen mehrere Zweigfunctionen 
gleich werden, sind die Nullpunkte der Discriminante, die man durch 
Elimination von y aus F(x,y) «==.0 und F'{y) ■= erhält und ausser- 
dem unter Umständen der Punkt o; «» cx>; ihre Zahl ist daher eben- 
falls endlich. 

Für das Verhalten der Zweigfunctionen in der Umgebung eines 
Punktes x ^^ a gilt der fundamentale Satz^): 

(I) Hat die Gleichung F(Xy y) e» für einen Punkt x = a 
m Wurzeln y, die gleich demselben Werth b sind, so hat 
sie für einen nahe an a liegenden Punkt x m nahe an h 
liegende Wurzeln; oder genauer: jede der m zugehörigen 
Zweigfunctionen y ist in der Umgebung des Punktes x^=^a 
stetig. . 

m 

Beweis. Lässt man a um ^ wachsen und bezeichnet den ent- 
sprechenden Zuwachs von h mit ij, so ist zu. zeigen, dass es eine 
positive Grösse p gibt derart, dass für alle Zuwüchse §, für die der 
Modul I I I ^ ^ ist, stets m und nur m Zuwüchse ij existiren, deren 
Modul I ij < (J, wo 6 eine beliebig kleine, vorgegebene Grösse ist. 
Setzt man a? = a+|, y = 6-[-iy und entwickelt F{xj y) = nach 
Potenzen von ij, so erhält man: 

(3) ^(0 + I, J + fl) = X„ + X,i, + X,i,» + •• + X,ij-=0. 

Die CoefGlcienten Xq, X^,.., X,» sind Functionen von | und den 
Gonstanten a und h. Wir schreiben die Gleichung (3) 



WO 



^- (X^+1 + Xm^2V + •• + Xnr-^^-') 



X 



m 



Q = —'- (Xo + X,ri + - + X.«ir-0. 

Nach Voraussetzung ist für S = X^ = Xj «=» . . = X^— i = 0, 
dagegen Xm ^ 0. Man kann daher um a einen Kreis mit endlichem 

1) Cauchy, Exerc. d^Analyse et de Physique. U. S. 109— ld6 (1841). 
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Radius Qq beschreiben, der keine Wurzel von X,„ = enthält. Wir 
setzen | 1 1 < (>o ^^^ bezeichnen mit A den kleinsten Modul von Xm 
im Kreise Qq, mit B den grössten unter den Moduln von X,n+i, . ., X« 
im Kreise Qq. Setzt man gleichzeitig \ri\ ^^ ö <!, so kann man 

zuerst 6 so bestimmen, dass | P j < - wird, wenn |S| <.Qq und |?^| = a 
wird; man erhält dies ö, da 



ist, aus 



<-^(l + * + ff*+-) oder |P1<5^ 



B ff 1 , 

- also 6 = 



Al'-c 2 , ^ + 2J5 



Zu dem so bestimmten 6 kann man femer, da Q = wird für 

S « 0, ein Q <C Qq wählen, so dass auch | ö I < ö wird, wenn \ri\ =^ ö 
und I 1 1 ^ p. Denn bezeichnet man mit C den grössten unter den 
Moduln von Xq, X,, . ., X^— i im Kreise q < Qq, so ist 

und es wird { Q \ <Z} wenn man p bestimmt aus 

C '1^-3 ff^ ^ 1 

A a'^il — ff) "* 2 ' 

Nunmehr hat man för | iy | = (J und 1 1 1 ^ ? die Werthe | P | < ^ 

und I <2 I < Ä- Hieraus zieht man einen Schluss auf die Anzahl der 

Wurzeln rj der Gleichung (3), die kleiner sind als <y. Nach einem be- 
kannten Satze der Functionentheorie hat man in einer Ebene der 
complexen Variabein y die Punkte b und 6 -f" ^ ^^ markiren und 
festzustellen, um welches Vielfache von 2 in: sich die Function 

log F(a + S, 6 + ij) = m log i? + log X, + log (1 + P + (?) 

ändert, wenn man den Punkt 6 + 1? auf einem Kreise vom Radius 6 
um den Punkt b fQhrt. Nun vermehrt sich hierbei m log ?y um m 2i%\ 
dagegen nimmt log X„, seinen ursprünglichen Werth wieder an und 
ebenso log (1 + P+ (?), das letztere, weil für alle Punkte auf dem 

Kreise sowohl | P | als | (? | kleiner als ^ sind, also | P + ^ | < 1 ist. 

Mithin liegen in dem Kreise vom Radius 6 um b genau m Wurzeln ij 
von (3), deren Modul < 6 ist. Wiederholt man jetzt die Betrachtung, 
indem man <r'< er annimmt, so kann man zu (s' ein passendes q'<q 
finden. Für |5| <p' werden nun gerade m Werthe von ij, die kleiner 
als a* sind, existiren. Es sind also die früheren m Wurzeln ri jetzt in' 
den kleineren Kreis mit dem Radius 6' gerückt. Hieraus folgt, dass 
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in der Umgebung des Punktes 2; «» a in der rr-Ebene ein Gebiet 
existirt^ definirt durch |S <p, in welchem die betrachteten m Zweig- 
functionen stetig sind und dass diese m Zweigfanctionen in o; == a den 
gemeinsamen Werth b annehmen, (q. e. d.) 

Ist X =^ a ein regulärer Punkt, so folgt aus (I) der Satz: 

(II) In der Umgebung eines regulären Punktes ist jede 
Zweigfunction eindeutig und stetig und besitzt eine 
stetige Ableitung. 

Denn aus (I) folgt bereits, wenn man tn =» 1 setzt, dass für jede 
Zweigfunction in der Umgebung eines regulären Punktes in der 
aj-Ebene ein Gebiet existirt, für welches die Zweigfunction eindeutig 
und stetig ist. Um zu zeigen, dass in diesem Gebiet die Zweig- 
function eine stetige Ableitung besitzt, sei z ein regulärer Punkt, 
y die betrachtete Zweigfunction. Ferner seien | und iy zusammen- 
gehörige Zuwüchse von a; und y (wie früher von a und 6), die den 
Bedingungen |||<p, ji^j < <y genügen, wo q und 6 die im Beweis 
von Satz I definirten, der betrachteten Zweigfunction entsprechenden 
Grössen sind. Die Entwicklung von F(x + S; y + *?) = nach Po- 
tenzen von S und ri gibt, da F(x, y) = ist, 



«ßf + s) + n ef + «) - 0, 



(t)^=o' 



wo S und H mit g und 1^ gleichzeitig gegen Null convergiren. Da 
nun wegen der Stetigkeit auch rj mit | gegen Null convergirt, so 
erhält man einen und nur einen Werth für den Quotienten 

_ cF JF 

'|=o~^ ex' dy' 

Dieser Werth stellt die Ableitung von y nach x dar; dieselbe ist end- 

7) TP 

lich^ da X ein regulärer Punkt, also ^- nicht »» 0, und sie ist stetig, 

da nach dem Früheren die Zweigfunction y eine stetige Function 
von X ist. 

Die Sätze I und II bilden die Grundlage für die weitere Unter- 
suchung der Zweigfunctionen^). Aus (II) folgt: Ist a: = a ein be- 
liebiger, aber fest gewählter, regulärer Punkt, so lässt sich jede 
Zweigfunction in der Umgebung von a? == a in eine Potenzreihe ent- 
wickeln, die nach ganzen, positiven Potenzen von rc — a fortschreitet 
und in einem Kreise convergirt, der durch den nächsten kritischen 



1) Puiseux, Joum. de Math^m. T. XV u. XVI. 1850 u. 51. Deutsch von 
H. Fischer: V. Puiseux' Untersuchungen über die algebraischen Functionen. Halle 
1861. S. 7 ff. 
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I'nnkt geht. Durch Transformation dieser Potenzrfeihen in andere 
mit übereinander greifenden Convergenzkreisen kann man die Zweig- 
functionen fortsetzen über die ganze rc- Ebene und dadurch ihr Ver- 
halten und ihren Verlauf in allen Theilen der a;-Ebene untersuchen. 
Es ergeben sich dabei zwei wichtige Sätze. 

Bezeichnet man mit Ä ein einfach zusammenhängendes, endliches 
oder unendliches Gebiet in der a?- Ebene, so lautet der erste Satz: 

(III) Enthält das Gebiet Ä nur reguläre aber keine kri- 
tischen Punkte und beschreibt :z; in ^ eine geschlossene 
Linie, so fällt für jede Zweigfunction der Endwerth mit 
dem Anfangswerth zusammen. 

Es ist zu zeigen, dass, wenn man in Ä eine Zweigfunction, von 
einem Punkte a ausgehend, auf zwei verschiedenen Curven nach einem 
anderen Punkte a^ führt, die beiden Endwerthe der Function stets die- 
selben sind, was sich mit der Behauptung des Satzes (III) deckt. 
Betrachtet man zunächst in Ä zwei ,unendlich wenig verschiedene 
Wege ama^ und ana^f und geht mit dem Anfangswerth y«, den eine 
bestimmte Zweigfunction y im Punkt a hat, auf diesen Wegen nach a^, 
so sind die beiden Werthe ym und y«; die y in unendlich nahen 
Punkten m und n der beiden Curven annimmt, stets unendlich wenig 
verschieden wegen der Stetigkeit der Zweigfunction an regulären 
Stellen. Daher können ym und y« auch in % nicht zwei Werthe 
haben, die um eine endliche Grösse verschieden sind, d. h. die Werthe 
von y müssen in a^ zusammenfallen. Man kann nun von den zwei 
unendlich nahen Curven zu zwei beliebigen Curven zwischen a und % 
in A übergehen, indem man den Weg ama^ durch allmähliche Ver- 
änderung in einen anderen "Weg apa^ umformt. Auch dann muss die 
Zweigfunction y, die mit dem Werth y« in a beginnt, auf beiden 
Wegen denselben Endwerth in a^ erhalten, da Ä keinen kritischen 
Punkt enthält, also bei der Umwandlung des ersten Weges in den 
zweiten auch kein solcher Punkt überschritten wird. (q. e. d.) 

Dagegen sagt der zweite Satz^): 

(IV) Enthält das Gebiet A kritische Punkte und beschreibt 
Xy von einem regulären Punkt ausgehend, in A eine ge- 
schlossene Linie, die durch keinen kritischen Punkt hin- 
durchgeht, so erfahren die n Zweigfunctionen y^, . ., y« im 
Allgemeinen eine Permutation und sondern sich bei wie- 
derholtem Durchlaufen derselben Linie in ein oder 
mehrere cyclische Systeme. 



DFuiseüi-Fischer S. 27. 
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Durchläuft nämlich x in Ä eine geschlossene Linie in bestimmter 
Richtung, so geht eine der Zweigfunctionen etwa y, entweder wieder 
in ifi oder in eine andere Zweigfunction etwa yj über. Bei einem 
zweiten Durchlaufen der Linie in derselben Richtung geht die^e 
Function y^ entweder über in y^ oder in eine dritte Zweigfunction y.y 
Denn eine Rückkehr zu y^ ist ausgeschlossen, da ein Durchlaufen der 
Linie in entgegeiigesetzter Richtung y^ in y^ überführen muss. Ist t/. 
in y^ übergegangen, so führt ein drittes Durchlaufen der Linie ^3 
entweder in y^ oder in eine vierte Zweigfunction etwa y^ über. Denn 
ein Uebergang von y^ in y, selber oder aber in yg ist ausgeschlossen, 
weil ein Durchlaufen der Gurve in entgegengesetzter Richtung nach 
dem yorst.ehenden y^ in y^^ dagegen y, in y^ überfuhren muss. Fährt 
man so fort^ so ist klar, dass man spätestens nach n Umläufen wieder 
den ursprünglichen Werth y^ erhalten muss. In diesem Falle geben 
die n Zweigfunctionen y^, y^, . ., y„ nach einem Umlauf etwa in 
Viy Vii • •; Vny yi, folgUch nach zwei Umläufen in y«, y^, . ., yn,yi, t/j,, 
nach n — 1 Umläufen in y«, yj, . ., y«— 1 und nach n Umläufen wieder 
in y^, y^j . ., y„ über. Man sagt dann, die n Zweigfonctionen bilden 
für die geschlossene Curye ein einziges, cyclisches System. Im All- 
gemeinen werden indess schon n^ (< n) Zweigfunctionen unter sich 
ein solches System bilden, Wg weitere ein zweites u. s. f., wobei 
**i 4" **8 + • • = w sein muss. Die Zahlen n^, nj, . . können dabei zum 
Theil oder auch alle gleich 1 sein. (q. e. d.) 

Um den Einfluss der kritischen Punkte auf den Verlauf und Zu- 
sammenhang der Zweigfunctionen genauer zu untersuchen, führe man 
die von dem regulären Punkt a ausgehende und nach a zurück- 
kehrende geschlossene Curve durch Zusammenziehen, ohne dabei einen 
kritischen Punkt zu überschreiten, zurück auf eine Anzahl von nach 
einander zu durchlaufenden, geschlossenen Curven, die nur je einen 
kritischen Punkt einschliessen und untersuche den Einfluss dieser 
Gurren auf die Zweigfunctionen. Man nennt eine von a ausgehende, 
nur einen kritischen Punkt S umschliessende Gurve eine Schleife 
(nach Puiseux auch Elementarcurve) und denkt sich dieselbe als eine 
Gurve, die längs einer Linie s von a aus bis zu einem regulären 
Punkt a in der Nähe von g, dann auf einem kleinen Kreise um | 
herum und längs s wieder nach a zurückführt. Durchläuft x eine 
solche Schleife um einen im Endlichen der a;- Ebene liegenden 
kritischen Punkt g, so gilt Folgendes: 

Die in a für die n Zweigfunctionen gültigen Entwicklungen seien 
(4) yi = /i(^ — a), Vi = /aC-^ — a) • • y« = /«(^ - a). 
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Geht X auf s yon a nach a, so mögen diese Entwicklangen bez. über- 
gehen in die Functionen 

ni = 9>i («) n% = 9>2(^) ••'»»•= 9n(a?). (5) 

Umläuft X den Punkt ^ von a aus auf einem kleinen Kreise^ so 
erfahren die Functionen (5) eine Permutation (nach Satz IV), die 
bezeichnet sei durch ij,^, i^/,, • -^^^n* ^®lir*. endlich x von a auf s zu- 
rück nach a^ so haben die Functionen (4) eine entsprechende Per- 
mutation erfahren^ d. h. sie sind übergegangen in die Functionen 
y»i> y»»» • •; y»«- wird die Schleife wiederholt durchlaufen, so gruppiren 
sich die Functionen (4) zu Cyclen, derart, dass jedem Cyclus eine 
Anzahl der Functionen (4) angehört, die sich beim Durchlaufen der 
Schleife unter sich permutiren. Dabei können einzelne Gyclen eine 
Function allein enthalten. Man kann hiemach die beim Durchlaufen 
der Schleife auftretende Zahl der Gyclen, femer die Anzahl und die 
Nummern der jedem Cyclus zugehörigen Zweigfunctionen (4) fest- 
stellen. Yom Punkte a aus werden also dem kritischen Punkte | 
durch die Schleife s die Zweigfunctionen (4) in bestimmten Cyclen 
zugeordnet. Es ist aber wichtig zu bemerken, dass diese Zuordnung 
Yon der Lage der Schleifenlinien s zwischen a und § abhängt. Denn 
wählt man zwischen a und | statt s eine andere Linie ty die zu- 
sammen mit s beliebige kritische Punkte einschliessen mag, so gehen 
die Functionen (4) durch stetige Fortsetzung längs der Linie t im 
Pmikt a nicht mehr bez. in die Functionen (5), sondern nach Satz IV 
in eine Permutation dieser Functionen und die Functionen (4) beim 
Durchlaufen der Schleife t nicht mehr bez. in die Functionen 
%j Vh} • •; VinJ sondern in eine entsprechende Permutation derselben 
über. Beim Verlegen der Linie s zwischen a und g bleibt daher 
wohl die Zahl der Cyclen und die Anzahl der jedem Cyclus zuge- 
hörigen Zweigfunctionen erhalten, nicht aber die Nummern dieser 
Zweigfunctionen in jedem Cyclus. 

Handelt es sich für den kritischen Punkt § blos darum, die Zahl 
der Cyclen und die Anzahl der jedem Cyclus zugehörigen Zweig- 
fonetionen festzustellen, so genügt es offenbar, sämmtliche Zweig- 
fanctionen auf einem kleinen Kreise um § zu führen und die dabei 
auftretenden Cyclen zu bestimmen. Es ist klar, dass hierbei yon den 
kritischen Punkten solche, in denen nur eine Zweigfiinction unendlich 
wird, nicht in Betracht' kommen, wohl aber solche, in denen von den 
n Zweigfunctionen mehrere denselben endlichen (oder unendlichen) 
Werth haben. Es ergibt sich aber aus der Betrachtung der Cyclen 
eine weitere Unterscheidung der letzteren Punkte, nämlich eine Unter- 
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Scheidung in kritische Punkte ohne und mit Verzweigung. 
Die zwei einfachsten Fälle sind folgende: 

1. In dem Punkte g haben die Zweigfunctionen verschiedene Werthe 
nur A (> 1) Zweigfunctionen haben denselben Werth und dio» 
X Zweigfunctionen bilden in der Umgebung von | einen elasigen 
Cyclus. Man sagt dann^ die A Zweigfunctionen hängen in dem 
Punkte I zusammen oder sie sind in ihm verzweigt. Ein solcher 
Punkt g heisst ein kritischer Punkt mit Verzweigung, genauer 
ein A — 1-facher Verzweigungspunkt oder auch ein Ver- 
zweigungspunkt von der Ordnung L 

2. In dem Punkte § haben die Zweigfunctionen verschiedene Werthe, 
nur (i (> 1) Zweigfunctionen haben denselben Werth, aber jede 
dieser (i Functionen geht bei einmaligem Umlaufen des Punktes 
I in sich selbst über. Man sagt dann, die ft Zweigfunctionen 
hängen in dem Punkte S nicht zusammen, sie verlaufen in der 
Umgebung des Punktes | getrennt von einander. Ein solcher 
Punkt I heisst ein kritischer Punkt ohne Verzweigung, genauer 
ein fi-facher Punkt mit getrennten Zweigen. 

Mit Rücksicht auf diese Unterscheidung folgt für das Verhalten 
der Zweigfunctionen in einem beliebigen kritischen Punkte der Satz: 

(V) In dem allgemeinsten kritischen Punkte § zerfallen die 
n Zweigfunctionen y in Gruppen, so dass die Functionen 
einer jeden Gruppe in g denselben Werth iq (oder oo) 
haben; dabei können in einer Gruppe noch solche Func- 
tionen auftreten, die unverzweigt oder getrennt ver- 
laufen und andere Functionen, die einen oder mehrere 
Cyclen bilden. 

Allgemein heisst ein kritischer Punkt | ein Verzweigungspunkt 
oder ein Punkt ohne Verzweigung, je nachdem für ihn unter den 
n Zweigfunctionen y Cyclen auftreten oder nicht. Wir bemerken noch 
Folgendes. Ist ein Punkt § in mehrfacher Weise Verzweigungspunkt, 
so dass in ihm A' Zweige den Werth rj' haben und einen ersten Cyclus 
von der Ordnung A' bilden, A" andere Zweige den Werth tj" haben 
und einen zweiten Cyclus von der Ordnung A" bilden u. s. f. (wobei 
die Werthe ij', ij'', . . auch zum Theil oder alle zusammenfallen können 
und unabhängig davon die Zahlen A', k'\ . . auch zum Theil oder alle 
gleich sein können), so kann man, um die auf den folgenden Seiten 
angegebenen Operationen auszuführen, sich statt § mehrere nahe zu- 
sammenliegende Punkte I', I" . . denken, in denen je nur ein Cyclus 
von bez. l', k'\ . . Zweigen stattfindet imd hat dann nach Ausführung 
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der Operationen nur die Punkte §', S'; • • wieder in den Punkt S zu- 
sammenrücken zu lassen. 

Für den Verlauf und den Zusammenhang der Zweigfunctionen 
sind offenbar ausschliesslich die Yerzweigungspunkte von Einfluss^ 
während die kritischen Punkte ohne Verzweigung sich wie reguläre 
Punkte verhalten^ vorausgesetzt^ dass die Zweigfunctionen^ die in 
einem solchen Punkte gleiche Werthe haben, nicht durch den Punkt 
geführt werden. Unter dieser Voraussetzung kann man schon in III 
und rV den Ausdruck „kritische Punkte" durch „Verzweigungspunkte" 
ersetzen. 

Die vorstehenden Betrachtungen führen nun zu einer allgemeinen 
Vorstellung über die Werthvertheilung der w-werthigen Function 
y = f{^)' M^^ denke sich sämmtliche Verzweigungspunkte g^, Jg, . . 
(die übrigen kritischen Punkte kommen hierbei nicht in Betracht) in 
der ^-Ebene festgelegt und mittels einer von dem regulären Punkt a 
nach dem Verzweigungspunkt 5» gehenden Schleife Si die dem Punkt 
^i zugehörigen Cyclen der Zweigfunctionen ermittelt. Die Nummern 
der in einem solchen Cyclus enthaltenen Zweigfunction hängen aber 
nach dem Vorigen von der Lage der Schleife Si zwischen a und St- 
ab und ändern sich mit derselben; es ist daher eine Bestimmung 
über diese Lage zu treffen. Hierzu ordne man die Verzweigungs- 
punkte 5i; 62; • • i^ 61116 beliebige Reihenfolge und verbinde sie in 
dieser Folge durch eine sich selbst nicht schneidende . Hilfslinie C. 
Man ziehe alsdann von a nach g^, ^2}-- ^^z. die Schleifen s^, ^2; • • 
derart, dass sie .einander imd C nicht schneiden. Bei dieser Anord- 
nung sind für jeden Verzweigungspunkt die Cyclen und in jedem 
Cyclus die Nummern der ihm angehörigen Zweigfunctionen eindeutig 
bestimmt. Alsdann lösche man die Linie C. Wählt man jetzt in a 
zunächst nur einen der n Zweige, etwa y^, und bildet die stetige 
Fortsetzung desselben, indem man die Variable x von a aus einen 
beliebigen Weg beschreiben lässt, der keine der Schleifenlinien Si über- 
schreitet, so erhält man für jeden Punkt der rr-Ebene einen be- 
stimmten Werth des betrachteten Zweiges. Die Werthe des Zweiges 
ändern sich nach Satz I stetig mit der Lage von x auch dann noch, 
wenn der Weg in einen der Punkte 5»- selber führt. Nur an den 
Curven 5» ist der Zweig im Allgemeinen unstetig, d. h. die Werthe 
des Zweiges in gegenüberliegenden Punkten zu beiden Seiten der 
Curven Si sind im Allgemeinen verschieden. 

Auf diese Weise ist der erste Zweig y^ in der ganzen a;- Ebene 
festgelegt. Legt man in derselben Weise auch die übrigen Zweige 
Viy • '} Vn 111 d^r a;-Ebene fest, so ist nach den vorstehenden Entwick- 
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langen klar^ dass beim Ueberschreiten der Schleifenlinien Si die ver- 
schiedenen Zweige in bestimmter Weise stetig in einander übergehen 
müssen. Es gilt nun schliesslich der Satz: 

(VI) Wenn F(Xy y) = irreducibel ist, so schliessen sich 
die sämmtlichen Fortsetzungen der n Zweigfunctionen 
y^=»fi(^x) zu einer einzigen analytischen Function zu- 
sammen.^) 

Wir behaupten mit anderen Worten: Ist F(Xy y) = irreducibel, 
so kann man, von dem regulären Punkt a ausgehend, in der rr -Ebene 
stets eine geschlossene Curve so wählen, dass der Endwerth y/, den 
die Zweigfunction y,- nach dem Durchlaufen der Curve in a erreicht, 
mit einem der Werthe y^, y^y.^yn von y in a, den man beliebig 
voraus bestimmen kann, zusammenfallt. 

In der That kann man durch eine passende Reihe von Schleifen, 
also auch durch eine geschlossene Curve, von jedem der in a statt- 
findenden Zweigwerthe zu jedem andern vorausbestimmten Zweigwerth 
gelangen. Denn, wäre dies nicht der Fall^ so müsste es einen Cyclus ! 
von weniger als n Zweigwerthen y*, y^, . . geben, die nur immer in 
einander übergehen, welche Schleifen um die Yerzweigungspunkten ^ 
man auch durchläuft. Eine jede symmetrische Verbindung der FuncHt: 
tionen y^, j//, . . müsste also, indem man sie von a aus über einer i 
geschlossenen Weg in der :r-Ebene führt, in a wieder den Ursprung-^ ■ 
liehen Werth annehmen. Sie wäre also in der ganzen a;-Ebene ein- 
deutig und folglich, da sie nur in endlicher Ordnung unendlich wird, 
eine rationale Function von x. Man könnte daher eine Gleichung in y 
aufstellen, deren Coefficienten rationale Functionen von x wären und 
deren Wurzeln nur aus einem Theil der n Zweigfunctionen y< bestün- 
den. Diese Gleichung müsste also ein Factor von F{x, y)=:0 
sein, was der Voraussetzung, dass F(x, y) = irreducibel sei, wider- 
spricht, (q. e. d.) 

§ 2. Die Biemann'sohe Verzweigxingsfl&ohe.^) 

Der Zusammenhang der n Zweigfunctionen und der Gesammtver- 
lauf der n-werthigen Function y gewinnt bedeutend an Anschaulich- 
keit, wenn man eine geometrische Vorstellung benutzt, die voi 
Riemann ausgebildet ist. Dieselbe betrachtet als Ort der Variabel 
X nicht, wie bisher geschah, die einfache a;- Ebene, sondern eine übr 
der a?- Ebene n-blättrig ausgebreitete, in sich zusammenhängen 

1) Puiseux-Fischer S. 134 ff. 

2) Riemann, Ges. W. S. 7. 83. 95 ff. 
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Fläche T, die Riemann'sche Verzweigungsfläche von y. Eine 
solche Fläche verwandelt gradezu die in der a;-Ebene w-werthige 
Function y in eine einwerthige Function des Ortes in der Fläche. 
Sie ermöglicht dadurch die Anwendung der Sätze über einwerthige 
Functionen und ihre Integrale auf die Function y, oder allgemeiner 
auf rationale Functionen von x und y und deren Integrale. Die Con- 
struction der Verzweigungsfläche von y ist folgende: 

Da jedem x n Werthe von y entsprechen, so breite man über 
der einfachen aj-Ebene n getrennte, im Unendlichen geschlossene 
Blätter B^, B^^.yBn aus und ordne den über dem regulären Punkt 
a der a; -Ebene in diesen Blättern liegenden n Punkten die Vi^erthe 
der Zweigfunctionen 

in beliebiger Reihenfolge zu, etwa so, dass dem Blatt Bk der Werth &* 
entspricht. Damit sind auch in der Umgebung von a den n Blättern 
die n Zweigfunctionen 

Vi = /1(^); y2 = ^2^ • • y« = fnip^) (2) 

zugeordnet. Der in § 1 festgestellte Zusammenhang der n Zweig- 
functionen überträgt sich nun in folgender Weise auf die n Blätter. 

Es sind lediglich die Verzweigungspunkte ins Auge zu fassen, 
weil in ihrer und nur in ihrer Umgebung die Blätter in einander 
übergehen, während sie in allen anderen Punkten getrennt bleiben. 
Man lege in der a?-Ebene von a aus nach den Verzweigungspunkten 
I,, 62^ • • di® Schleifen 5^, $2, . . in der in § 1 angegebenen Weise, 
markire in allen n Blättern die über je einem Verzweigungspunkt g,- 
liegenden n Punkte und durchschneide die sämmtlichen Blätter längs 
derjenigen Curven 5,-, die über den in der a?-Ebene gezogenen Schleifen- 
linien Si hinlaufen. Setzt man nun in jedem Blatte die in der Um- 
gebung des Punktes a durch die Werthe bi (1) bereits festgelegten 
Zweigfunctionen stetig fort, ohne die Schnitte Si zu überschreiten, so 
vrird jeder Punkt eines jeden der n Blätter der Träger eines ganz 
l)e8timmten Werthes von y. Dabei hat in übereinander liegenden 
Funkten der n Blätter x denselben Werth, aber y je einen der zu- 
gehörigen Zweigwerthe. Ein bestimmter Punkt eines Blattes 
ist demnach nicht durch den Werth von x allein, sondern durch 
^wei zusammengehörige Werthe (x, y) charakterisirt. 

Die n Blätter sind vorläufig noch von einander getrennt; sie 

stellen aber in ihrer Gesammtheit einen Ort oder ein Gebiet dar, 

welches die ganze Ausbreitung der w-werthigen Function y enthält. 

Jede Zweigfunction ist eindeutig und stetig in ihrem Blatt aus- 

Stahl, Abersche Fonotionen. 2 
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gebreitet^ mit Ausnahme der Schnitte So Längs dieser aber schliessen 
sich die Zweige von y in den verschiedenen Blättern aneinander und 
es sind demgemäss noch die Blätter längs der Schnitte Si unter ein- 
ander zu verbinden. Hierzu untersuche man für einen Yerzweigungs- 
punkt J^i mittels der zugehörigen Schleife Si in der a;-Ebene die Zahl 
Xi und die Nummern der in ihm zusammenhängenden Functionszweige. 
Man verbinde dann die diesen Zweigen entsprechenden Blätter längs 
der Schnitte Ä in der Reihenfolge, in der ihr Zusammenhang durch 
die Schleife Si festgestellt war, während in den übrigen Blättern der 
Schnitt Si zu löschen ist. Man kann dies anschaulich so ausdrücken. 
Um den Xt — 1 -fachen Verzweigungspunkt S< der Fläche winden sich 
die ki Blätter in bestimmter Weise schraubenförmig herum (wie eine 
Schraubenfläche von unendlich kleiner Höhe des Schraubenganges), 
derart, dass ein Umkreisen des Punktes in der Fläche aus dem ersten 
der in ihm zusammenhängenden Blätter in ein zweites, ein abermaliges 
Umkreisen aus dem zweiten in ein drittes Blatt führt u. s. f., so dass 
eine Curve erst, nachdem sie den Punkt |»- Ar mal umkreist hat, in 
das erste Blatt zurückführt und sich schliesst. Hierbei hat man sich 
vorzustellen, dass das letzte der ki Blätter sich längs des Schnittes 8i 
mit dem ersten Blatt wieder vereinigt, indem es alle zwischenliegen- 
den Blätter durchsetzt. Die Verzweigungspunkte heissen wegen dieses 
Verhaltens auch Windungspunkte. Führt man diese Construction 
für die sämmtlichen Verzweigungspunkte |,-, von denen auch einige 
über einander liegen können, durch, so stellt die Fläche in der Um- 
gebung derselben die Verzweigungsart der Function y in der richtigen 
Weise dar. 

Indem man die kt Blätter, die in 1,- zusammenhängen, längs 
der Schnitte Si verbindet, tritt aber auch die in jenen A,- Blättern 
über a liegende Gruppe vor A,- Punkten zu einem Punkte zu- 
sammen, der für den Augenblick durch Oi bezeichnet sei. Es hängen 
also, wenn die angegebene Construction für die sämmtlichen Ver- 
zweigui^spunkte |» durchgeführt ist, die n Blätter noch in den über 
a liegenden Gruppenpunkten o,- in gewisser Weise zusammen. Soll 
die Verzweigungsart der Function y auch im Punkte a durch die 
Fläche dargestellt sein, so müssen, da a ein regulärer Punkt war, die 
letzteren Zusammenhänge sich wieder aufheben oder die n Blätter in 
den über a liegenden Punkten sich wieder trennen. Dies ist in der 
That der Fall. Umläuft man nämlich in der einfachen rr-Ebene mit 
einer beliebigen Zweigfunction y* eine geschlossene Curve, die alle 
Verzweigungspunkte 5» i^d den einfachen Punkt a einschliesst, so 
tritt keine Werthänderung von yt ein. Die geschlossene Curve lässt 
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sich aber zusammenziehen in die Gesammtheit der von a ausgehen- 
den; die Yerzweigiingspunkte 1,- umschliessenden Schleifen Si. Daher 
kann auch keine Werthanderung von yk eintreten, wenn man in der 
o;- Ebene die Schleifen Si in der früher festgesetzten Ordnung durch- 
läuft. Nun finden aber in den Gruppenpunkten a, dieselben Zu- 
sammenhänge der Blätter statt, wie in den entsprechenden Yer- 
zweigungspunkten 1,-. Daher folgt, dass in der oben construirten, 
n- blättrigen Fläche die im Punkt a dem Tc^^ Blatt zugeordnete Zweig- 
function yjcy wenn man dieselbe, im U^^ Blatt beginnend und stetig 
in der Fläche fortgehend, um die über a liegenden Punkte a,- auf einem 
kleinem Kreise herumführt, wobei sie an jedem in diesen Punkten ein- 
mündenden Schnitte Si in ein anderes Blatt eintreten kann, doch nach 
einmaligem Umlaufen in das k^ Blatt zurückkehrt, dass also wirklich 
die n Zweige in den n Blättern über dem Punkt a getrennt verlaufen. 

Nach dem Vorstehenden erscheint die Construction der n-blättrigen 
Fläche immer noch in Abhängigkeit von dem Punkte a, da die von 
den Yerzweigungspunkten ausgehenden Schnitte 5«, längs deren die 
Blätter zusammenhängen, alle in den über a liegenden Punkten der 
Fläche zusammenlaufen. Es lassen sich aber offenbar die die Blätter 
aneinander fügenden Schnitte Si in gewisse Gruppen zusammenfassen, 
als solche von einander trennen und von a aus verschieben, ohne 
kritische Punkte zu überschreiten, so dass die Verzweigung von y 
xingestort bleibt. Hierdurch erhält man eine von dem zuföllig ge- 
wählten Punkte a ganz unabhängige Fläche. Dies ist die gesuchte 
Verzweigungsfläche T der w-werthigen Function y. Die Linien 
zwischen den Verzweigungspunkten, längs deren die n Blätter zu- 
sammenhängen, heissen die Verzweigungssclinitte der Fläche T. 
Die angegebene Construction liefert die Verzweigungsfläche von y in 
mannigfacher Form, da die Anordnung der Verzweigungsschnitte noch 
mancherlei Aenderungen zulässt. Wie aber auch die Wahl derselben 
getroffen sei, die Verzweigungsfläche Ton y muss bei unsrer Voraus- 
setzung, dass die Gleichung F{xy y) = unzerfällbar sei, nach Satz VI 
§ 1 stets eine einzige, zusammenhängende Fläche sein und nicht blos 
in einzelnen Punkten, sondern längs ganzer Verzweigungsschnitte zu- 
sammenhangen. 

Aus der Construction geht zugleich hervor, dass die durch 
F(xy y) = definirte Function y in der n-blättrigen Fläche T sich 
verhält wie eine eindeutige Function, d. h. dass jeder in der 
Fläche von einem Punkt zu einem anderen führende Weg, der nicht 
durch einen kritischen Punkt geht, auch stets denselben Endwerth 
der Function liefert. 
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Die n- blättrige Yerzweigungsfläche T erläutert nun das Ver- 
halten der Zweigfunctionen noch anschaulicher als die einfache 
a;-Ebene. Wie schon bemerkt; ist ein jeder Punkt eines jeden Blattes 
nicht durch den Werth von x allein, sondern erst durch ein Werthe- 
paar {x, y), das der Gleichung F(Xf y) = genügt, charakterisirt. 

Hat nun für einen Punkt o; <» a der :r-Ebene eine Zweigfunction 
y den Werth h (während die übrigen Zweigfunctionen beliebige, auch 
unter sich gleiche, nur von h verschiedene Werthe annehmen sollen) so 
gehört in der Fläche T das Werthepaar (a, b) einem bestimmten Punkt 
eines bestimmten Blattes an, in dessen Umgebung dieses Blatt völlig 
getrennt von den anderen Blättern verläuft Ein solcher Punkt (a, h) 
soll ein einfacher Punkt der Fläche T heissen. Einem regulären 
Punkt 0? »» a der o;- Ebene entsprechen also in T n über a liegende, 
einfache Punkte, in jedem Blatt ein solcher Punkt. 

Haben dagegen für einen Punkt o; »» a der x -Ebene A (> 1) 
Zweigfunctionen y denselben Werth b und bilden diese in der Um- 
gebung von a? — a einen einzigen Cyclus (während die übrigen Zweig- 
functionen wieder beliebige, nur von b verschiedene Werthe annehmen 
sollen), so bezeichnet in der Fläche T das Werthepaar (a, b) gleich- 
zeitig k Punkte, die in einen Punkt zusammenfallen, in dessen 
Umgebung die l entsprechenden Blätter schraubenförmig zusammen- 
hängen. Ein solcher Punkt (a, b) heisst ein k — 1-facher Ver- 
zweigungspunkt oder Windungspunkt der Fläche T. Ist 
A = 2, so heisst der Punkt (a, b) ein einfacher Verzweigungs- 
punkt der Fläche T. 

Haben endlich für einen Pxmkt a; =» a der a?- Ebene /x (> 1) 
Zweigfunctionen y denselben Werth 6, ohne in der Umgebung von 
X =^ a zusammen zu hängen (während die übrigen Zweigfunctionen 
beliebig, aber von b verschieden sind), so bezeichnet in der Fläche T 
das Werthepaar (a, b) gleichzeitig /x Punkte, die in einen Punkt 
zusammenfallen, in dessen Umgebung aber die /x entsprechenden Blätter 
getrennt verlaufen. Ein solcher Punkt (a, b) heisst ein fi-facher 
Punkt mit getrennten Blättern der Fläche T. In einem solchen 
Punkte hängen die /x Blätter nicht zusammen; um indess anzudeuten, 
dass in ihm den fi Blättern derselbe Werth von y zukommt, gebrauchen 
wir den Ausdruck, die fi Blätter berühren sich in dem be- 
treffenden Punkt Ist ft = 2, so heisst der Punkt (a, 6) ein 
Doppelpunkt der Fläche T. 

Nach Satz V § 1 sondern sich im allgemeinsten Falle die dem- 
selben Werth a: = a in der Fläche T entsprechenden n Punkte in 
Gruppen von Punkten (a, 6), (a, 6i), . ., deren jede gleichzeitig ein- 
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fache Punkte, mehrfache Punkte mit getrennten Blättern und einen 
oder mehrere Yerzweigungspunkte von beliebiger Ordnung enthalten 
kann. 

Die w- blättrige Fläche T erläutert femer in einfacher Weise den 
Charakter der Reihenentwicklung der Zweigfunctionen y in der Um- 
gebung der betrachteten Punkte. 

Aus den Sätzen I und II § 1 folgt: 

(I) Ist (a, &) ein einfacher Punkt der Fläche T, in dem 
also y den endlichen Werth h hat und das zugehörige 
Blatt von den anderen getrennt verläuft, so besitzt die 
zugehörige Zweigfunction y in der Umgebung des Punktes 
eine für das zugehörige Blatt gültige Reihenentwicklung, 
die nach ganzen, positiven Potenzen von x — a fort- 
schreitet und einen gewissen Convergenzkreis hat. 

Diese Entwicklung ist also von der Form 

y ^l = a{x — a) -\- ß(x — af + y(x — af '\ . (3) 

Hier können von den Coefficienten a, /J, y, . . auch etliche in 
endlicher Zahl verschwinden. Ist (a, b^) ein zweiter einfacher Punkt, 
der über dem ersteren in einem anderen Blatte liegt, so gilt für die 
zugehörige Zweigfunction und für das Blatt eine Entwicklung von 
derselben Form (3), nur mit anderen Coefficienten «,, /J^, yi,. . und 
im Allgemeinen mit anderem Convergenzkreis. 

Ist (a, oo) ein einfacher Punkt, in dem nur eine Zweigfunction 
unendlich wird, wahrend die übrigen endlich sind, so gilt für diese 
Zweigfunction eine Entwicklung, die neben ganzzahligen Potenzen von 
X — a mit positiven noch solche mit negativen Exponenten in end- 
licher Zahl enthält. 

(n) Ist (a, b) in T ein fi-facher Punkt ohne Verzweigung, 
in dem also /x Zweigfunctionen y denselben Werth b haben 
und die /x zugehörigen Blätter sich ohne zusammen zu 
hängen berühren, so besitzt jede dieser /x Zweigfunc- 
tionen in der Umgebung des Punktes eine besondere, für 
das ihr zugehörige Blatt gültige Reihenentwicklung, die 
nach ganzen Potenzen von x — a fortschreitet und einen 
besonderen Convergenzkreis hat. 

Diese Entwicklungen sind also von der Form 

y-b = ai{x — a) + ßi(x^ay + yi{x^ay + '' (i- 1,2,..,^). (4) 

Auch hier können die Coefficienten a,-, ßi, yo • • in endlicher Zahl ver- 
schwinden. Sind die (i in a gleichen Zweigfunctionen unendlich, so 
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treten in den fi zugehörigen Beihenentwicklungen neben den Potenzen 
mit positiven anch solche mit negativen Exponenten in endlicher 
Zahl auf. 

Anders beschaffen sind die Reihenentwicklungen in der Umgebung 
eines Yerzweigungspunktes; hier gilt der Satz^): 

(III) Ist (a, 6) ein A — 1-facher Verzweigungspunkt der 
Fläche T, in dem k Zweigfunctionen y denselben Werth 6 
haben und die A zugehörigen Blätter schraubenförmig zu- 
sammenhängen^ so besitzen diese A Zweigfunctionen in 
der Umgebung des Punktes eine gemeinsame, für alle 

X Blätter gültige Reihenentwicklung, die nach ganzen, 

1 

positiven Potenzen von {x — ay fortschreitet und einen 
gewissen Convergenzkreis hat. 

Zum Beweise benutzt man die Vorstellung eines Verzweigungs- 
punktes als Windungspunkt der Fläche T. Man führe statt x eine 
neue Variable 6 ein durch die Substitution x — a = |^, wodurch 

y = /-(a;)=/-(a + |^) = 9,(|) 

wird. Um zu untersuchen, 
wie sich qp(g) in der Um- 
gebung des Punktes 6=0 
einer |- Ebene verhält, bilde 
man die A im Punkt (a, h) 
zusammenhängenden Blät- 
ter der Verzweigungsfläche T durch die angegebene Substitution auf 
die 6-Ebene ab. (Fig. 1, wo A = 3.) Zu diesem Zwecke setze man 

X — a^^r (cos qp -f- i sin 9), 





Fig. 1. 



SO dass 



I c= r^ (cos ^ + i sin jj 



wird. Lässt man nun den Punkt (a?, y) in der Verzweigungsfläche T 
eine geschlossene Gurve um (a, V) beschreiben, die sich aus A über 
einander liegenden kreisförmigen Umläufen um (a, V) vom Radius r 

zusammensetzt, so bleibt längs derselben r, also auch r^ constant und 

es beschreibt folglich auch | einen Kreis um den Punkt | = der 

1 

I-Ebene vom Radius r^. Dabei wächst bei jedem Umlauf von 



1) Riemann, Ges. W. S. 2Bff. 
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(x^y) (p um 2«, also y- um -^ , oder den X Kreisflächen von Ty die 
der Kadius r während des Umlaufs um (a, V) überstreicht, ent- 
sprechen in der |- Ebene X Ereissectoren vom Centriwinkel -^• 

Während also (a?, y) nach X Umläufen, kehrt g schon nach einem 
Umlauf zu seinem Ausgangspunkt zurück. Da hiernach | nicht aus 
seinem Blatt heraustritt, hat die Function y = ^(|) in g = keinen 
Verzweigungspunkt, sie ist vielmehr in der Umgebung von | = 
eindeutig imd entwickelbar nach ganzen Potenzen von |. Hieraus 
folgt aber für y = f{x) eine Entwicklung, die in der Umgebung von 
(a, 6) für die X Zweigfunctionen y gemeinsam gilt und von der Form ist 

1 2 

y — 6 = «^(a; — a)* + «»(^ — «y H — • (5) 

Man kann auch leicht die Entwicklung von y in jedem der X in 

(a, V) zusammenhängenden Blätter angeben. Setzt man e ^ = a und 
berücksichtigt, dass bei jedem Umlaufen von (a, &) {x — cif in 

£(x — ctf übergeht, so erhält man, wenn (5) den Werth von y in 
einem Punkte des ersten der X Blätter darstellt, den Werth y^ von y 
in dem entsprechenden Punkte x =^ a des zweiten Blattes aus 

1 2 

yi — b = eai{x — a)^ + e^a^ix — a)^ H — 

und den Werth y^ von y in dem entsprechenden Punkte x = a des 
dritten Blattes aus 

1 2 

yg — 6 = s^a^{x ~ ay + s^a^ix — a)^ + * * u. s. f. 

Auch hier können die Goefflcienten a^, «2, . . in endlicher Zahl 

verschwinden; aber die Entwicklung beginnt in jedem der X Blätter 

1 

mit derselben ganzzahligen Potenz von (x — af. 

Haben die X Zweigfunctionen y für rr «= a den Werth oo , so 
treten auf der rechten Seite in (5) noch Glieder auf, die ganzzahlige 

Potenzen von {x — a)^ mit negativen Exponenten in endlicher Anzahl 
enthalten. 

Fasst man das Vorstehende zusammen, so kann man den Satz (V) 
§ 1 über die Beschaffenheit des allgemeinsten, kritischen Punktes 
auch so aussprechen: 

(IV) Die über einem kritischen Punkte a? = a der aj-Ebene 
liegenden n Punkte der Verzweigungsfläche T treten 
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gruppenweise zusammen in Punkte (a, b), (a, &i), ... Die 
durch einen solchen Punkt, z.B. (a, &) gehenden Blätter der 
Fläche trennen sich wieder in solche, die in der Umgebung 
des Punktes unverzweigt oder getrennt verlaufen und in 
solche, die einen oder mehrere Cyclen bilden. Die zuge- 
hörigen Reihenentwicklungen der Function y sind in den 
Formen (3), (4), (5), enthalten. 

Es ist zweckmässig und besonders für Abzahlungen vereinfachend, 
mit Riemann^) folgende Ausdrucks weise einzuführen. 

Ist (a, b) ein einfacher Punkt im Endlichen von Ty so soll in 
diesem Punkte für das zugehörige Blatt die Grösse x — a als unend- 
lich klein von der Ordnung 1 oder durch 0^, die Grösse (x — a)""' 
als unendlich gross von der Ordnung 1 oder durch oo^ bezeichnet 
sein, also z. B. (x — ay s= 0^ und (x — a)^^^ = oo" gesetzt werden. 
Liegt der einfache Punkt im Unendlichen von T, so soll in ihm 
a; a= cx)^ und ar~^ = 0* gesetzt werden. 

Ist (a, b) ein /tt-facher Punkt mit getrennten Blättern im 
Endlichen von T, so soll in diesem Punkte für jedes der /x in ihm 
sich berührenden Blätter die Grösse x — a = 0^ und (x — a)""^ = oo^ 
gesetzt werden. Liegt der /x-fache Punkt im Unendlichen von T, so 
soll in ihm für jedes der ft Blätter x = c»^ und aj""^«« 0^ sein. 

Ist (a, 6) ein X — 1-facher Verzweigungspunkt im Endlichen 
von T, so soll in diesem Punkt für die l in ihm zusammenhängenden 

Blätter (x — a)^ = 0^ und (x — a) ^ = cx)* gesetzt werden. Liegt 

der k — 1- fache Verzweigungspunkt im Unendlichen von T, so soll 
1 _i 

in ihm a^ = c»^ und a? ^ = 0^ gesetzt werden. 

Wir erwähnen hier noch einer geometrischen Vorstellung, die 
für die Erläuterung von analytischen Operationen von Interesse ist. 
Zu dem Zwecke unterscheiden wir verschiedene Arten von mehrfachen 
Punkten oder Verzweigungspunkten. 

Ein |tt-facher Punkt (a, b) mit getrennten Zweigen möge, wenn 
die /x Entwicklungen (4) von y — b sämmtlich mit dem Gliede (x — d)^ 
beginnen, ein |x-facher Punkt erster Art, andernfalls ein /x-facher 
Punkt höherer Art heissen. 

Ein A — 1-facher Verzweigungspunkt (a, b) möge, wenn die Ent- 

Wicklung (5) von y — b mit dem Gliede (x — ay beginnt, ein A — 1- 
facher Verzweigungspunkt erster Art, andernfalls ein k — 1- 
facher Verzweigungspunkt höherer Art heissen. 

1) Riemann, Ges. W. S. 96. 
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Wir zeigen an zwei Beispielen^ wie sich singulare Punkte er- 
zeugen lassen durch einen Grenzübergang^ indem man nämlich ein- 
fache Yerzweigungspunkte zusammenrücken lässig was einer Variation 
der Goefficienten in F (x,y) '=> entspricht. 

(V) 1. Ein A — 1-facher Verzweigungspunkt I.Art entsteht 
durch Zusammenfallen von A — 1 einfachen Verzweigungs- 
punkten 1. Art von gewisser Lage. (Fig. 2, wo A = 4.) 

Zum Beweise betrachten wir l Blätter Bi, .,,Bx und A — 1 ein- 
fache Verzweigungspunkte 1. Art Ji; • •, 
I2— 1* Längs den von den letzteren aus- 
gehenden Verzweigungsschnitten Si , . . ; 
Si—i mögen bez. die Blätterpaare Bi und 
Biy Bi und Bxy , .^ Bi^\ und Bx zusam- 
m.enhängen. Die Punkte £ sollen so nahe 
zusammenliegen und die Linien 8 eine 
solche Lage haben, dass ein alle Punkte | 
umscUiessender und keinen anderen Ver- 
zweigungspunkt einschliessender Ereis der 
Reihe nach die Linien Si, /Sg, .., iSi_i ^^ 
trifft. Geht man von einem im Blatt By^ auf 
dem Kreise liegenden Punkt auS; so führt ein einmaliges Durchlaufen 
des Kreises in das Blatt B^y da man an dem Verzweigungsschnitt 8^ 
aus Bi nach Bxy an S^ aus Bx nach B^ kommt und an den übrigen 
Verzweigungsschnitten stets in B^ bleibt. So ist ersichtlich; dass ein 
einmaliges Durchlaufen des Kreises aus den Blättern Bi^ B%, ,., Bx—i, 
Bx bez. in die Blätter ^g, -B«, .., Ä, J?i führt, also erst ein A-maliges 
Durchlaufen des Kreises in das ursprüngliche Blatt zurückführt. Lässt 
man daher die k — 1 Punkte |«- in einen Pxmkt tS zusammenfallen, 
so zeigt dieser Punkt das nämliche Verhalten wie ein k — 1-facher 
Verzweigungspunkt. Der Punkt S absorbirt, wie man auch sagt, 
X — 1 einfache Verzweigungspunkte. Dass S ein Verzweigungspunkt 
1. Art ist, folgt später analytisch aus dem Satze (II) § 5. 

(VI) 2. Ein fi-facher Punkt 1. Art entsteht durch Zusammen- 
fallen von (i(fi — 1) einfachen Verzweigungspunkten I.Art 
von gewisser Lage. (Fig. 3, wo /x = 3.) 

Wir betrachten /x Blätter JBi, . ., B^ und -^(i^fi — 1) Paare von 

einfachen Verzweigungspunkten 1. Art. Es sei in und !*< ein solches 
Paar, es seien 8ik und Ski die bez. von ^ik und l^ki ausgehenden 
Verzweigungsschnitte und es mögen sowohl längs Sit wie längs Sa 
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Fig. S. 



die Blätter Bi und Bi zusammenhängen. Die genannten Punkte | 
sollen femer so nahe zusammenliegen und die zugehörigen Linien S 
eine solche Lage haben ^ dass ein alle | umschliessender und keinen 
anderen Yerzweigungspunkt einschliessender Kreis der Reihe nach 
alle Linien S trifft und zwar jedesmal unmittelbar nach der Linie 

Sa die Linie Sa» Geht man von einem 
im Blatt B^ auf dem Kreise liegenden Punkt 
aus, so kommt man nach einmaligem Durch- 
laufen des Kreises, wie leicht zu sehen, 
wieder in denselben Punkt des Blattes jB^ 
zurück. Dasselbe gilt von jedem der 
(i Blätter. Lässt man daher die /x(/x — 1) 
Punkte I zusammenrücken, so zeigt der 
entstehende Punkt S dasselbe Verhalten, 
wie ein ft*facher Punkt mit getrennten 
Blättern. Lässt man, bevor alle Punkte | 
zusammenfallen, zunächst nur je ein Paar |/jt 

und iki (i, Ä = 1 , . ., fi) sich vereinigen, so entstehen ^(i{(i — 1) 

Doppelpunkte (S. 20) und durch Zusammenrücken dieser Doppel- 
punkte ebenfalls der Punkt S. Dieser Punkt absorbirt also (i(ji — 1) 

einfache Verzweigungspunkte oder ö^|tt(fi — 1) Doppelpunkte. Dass ^ 

ein ft-facher Punkt L Art ist, ergibt sich analytisch durch die Ab- 
zahlungen des Satzes (III) § 5. 

Die Sätze 1. und 2. beziehen sich auf Verzweigungspunkte und 
mehrfache Punkte 1. Art. In ähnlicher Weise lässt sich jeder Ver- 
zweigungspunkt oder mehrfache Punkt höherer Art auffassen als 
entstanden durch Zusammenfallen einer Anzahl von einfachen Ver- 
zweigungspunkten 1. Art, welche verschiedene Blattpaare verbinden. 
Um wenigstens ein Beispiel von Punkten höherer Art zu geben, sei 
(a, 6) ein einfacher Verzweigungspunkt, für den die Entwicklung von 

y nach Potenzen von {x — a)* mit dem Gliede x — a beginnt, also 
lautet^): 

(6) y — 6 = 02(0; — a)-j-«3(a; — a)«-j- ... 

Wie eine geometrische Betrachtung ähnlich der obigen und eine 
Abzahlung ähnlich der in § 5 zeigt, entsteht ein solcher Punkt durch 
Zusammenfallen von drei einfachen Verzweigungspunkten 1. Art^ 



1) Man kann den Funkt einen Bückkehrpunkt der Fläche T nennen (vgl. § 6). 
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welche dieselben zwei Blätter von T verbinden. Dabei vereinigen 
sich zwei der drei Punkte zu einem Doppelpunkt (ihre Verzweigung 
hebt sich auf nach Riemann^s Ausdruck^)); der dritte bleibt als Yer- 
einignngspunkt erhalten. 

Für spätere Untersuchungen ist noch eine wichtige Frage zu er- 
ledigen. Die im Vorigen construirte n- blättrige Verzweigungsfläche T 
ist mehrfach zusammenhängend, kann aber durch Querschnitte in 
eine einfach zusammenhängende Fläche verwandelt werden. Es bleibt 
also die Zahl und Lage dieser Querschnitte zu untersuchen. 
Wir erinnern an die folgenden Erklärungen und Sätze der allgemeinen 
Functionentheorie *). 

Eine beliebig im Raum gelegene Fläche heisst einfach zu^ 
s ammenhängend, wenn in ihr jede geschlossene Linie für sich 
allein die vollständige Begrenzung eines Flächentheiles bildet; eine 
solche Fläche ist immer von einer einzigen Linie begrenzt 

Eine Fläche heisst mehrfach zusammenhängend, wenn es in 
ihr geschlossene Linien gibt, die nicht fßr sich allein, sondern nur 
im Verein mit Randcurven der Fläche die vollständige Begrenzung 
eines Flächentheiles bilden.' Das einfachste Beispiel einer einfach zu- 
sammenhängenden Fläche ist etwa eine Kreisfläche, das einer mehr- 
fach zusammenhängenden Fläche eine an mehreren Stellen durchlöcherte 
Kreisfläche. 

Querschnitt der Fläche heisst ein Schnitt, der von einem 
Bandpunkt der Fläche durch das Linere zu einem anderen Bandpunkt 
der Fläche führt, ohne dazwischen den Band der Fläche zu berühren 
oder zu überschreiten. 

Rückkehrschnitt der Fläche heisst ein in sich zurücklaufen- 
der Schnitt, der den Rand der Fläche nirgends berührt oder über- 
schreitet und sich selber nirgends durchkreuzt. 

Werden mehrere Querschnitte und Rückkehrschnitte nach ein- 
ander gelegt, so sind jedesmal, nachdem ein solcher Schnitt gelegt 
ist, seine beiden Ränder mit zur Begrenzung zu nehmen. 

Eine mehrfach zusammenhängende Fläche Ä lässt sich stets auf 
verschiedene Arten durch Querschnitte in eine einfach zusammen- 
hangende Fläche Ä' verwandeln; dabei gilt der Satz: 

Für alle diese Verwandlungen ist die Zahl der Quer- 
schnitte die gleiche. Ist diese Zahl = m, so heisst die 

1) Biemann, Ges. W. S. 104 u. 105. 

2) Riemann, Ges. W. S. 85 ff. Das Folgende schliesst sich an C. Neu- 
mann, Vorl. über Biemann's Theoris etc. S. 146 ff. an. 



28 Erster Abschnitt. [§ 2. 

Fläche m-{-l'{£Lch zusammenliängend und m-f-l die Grund- 
zahl der Fläche. 

Man kann dies verallgemeinern. Ein aus beliebig vielen, mehr- 
fach zusammenhängenden Flächen bestehendes System S lässt sich 
stets auf verschiedene Arten durch Querschnitte in ein aus lauter 
einfach zusammenhängenden Flächen bestehendes System S' verwan- 
deln; dabei gilt der Satz: 

Für alle diese Verwandlungen von 8 ist die Differenz 
m — a zwischen der jedesmaligen Anzahl m der Quer- 
schnitte und der jedesmaligen Zahl a der einfach zu- 
sammenhängenden Flächenstücke von S' die gleiche. Die 
Zahl m — a-f-2 heisst die Grundzahl des Flächensystemes S. 

Die Grundzahl einer Fläche oder eines Systems von Flächen 
ändert sich nicht , wenn man beliebige Bückkehrschnitte hinzufügt 
oder wegnimmt; sie ändert sich auch nicht bei stetiger Deformation 
der Fläche (d. h. Dehnung und Biegung ohne Zerreissung oder Zu- 
sammenfaltimg); da hierbei jeder Querschnitt und Rückkehrschnitt als 
solcher erhalten bleibt. 

Ist eine mehrfach zusammenhäntrende Fläche Ä geschlossen d.h. 
ohne Begrenzung, wie z. B. die Oberfläche einer Kugel oder eines 
Ringes, so macht man dieselbe zunächst durch Punktirung d. h. Aus- 
scheidung eines beliebigen Punktes (oder kleinen Kreises) zu einer 
begrenzten Fläche A (punktirte Fläche). Die weitere Verwandlung 
in eine einfach zusammenhängende Fläche geschieht sO; dass der erste 
Querschnitt ein von diesem Begrenzungspunkt ausgehender und in ihn 
zurückkehrender Schnitt ist, der hier nicht als Rückkehrschnitt zu 
betrachten ist. Die Zahl der Querschnitte, die erforderlich ist, eine 
geschlossene Fläche in eine einfach zusammenhängende Fläche zu 
verwandeln, ist stets gerade. Denn die Begrenzung einer einfach 
zusammenhängenden Fläche besteht aus einer Linie; die geschlossene 
Fläche aber . erhält durch eine ungerade Anzahl von Querschnitten 
eine gerade Zahl von Grenzlinien, durch eine gerade Anzahl von 
Querschnitten eine ungerade Zahl von Grenzlinien. Eine Ringfläche 
z. B. wird durch zwei Querschnitte (etwa eine Meridianlinie und einen 
Parallelkreis), eine an vier Stellen durchlöcherte Ringfiäche durch fünf 
Querschnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandelt 
(im letzten Falle findet keine Punktirung statt). 

Die Anwendung dieser Sätze auf die n -blättrige, kugelförmige 
Verzweigungsfläche T ergibt Folgendes. Da T eine geschlossexf^ 
Fläche ist, so ist die Zahl der Querschnitte, die T in eine einfacli 
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Fig. 4. 



zusammenhängende Fläche verwandelt, eine gerade Zahl = 2p oder 
die Grundzahl der Fläche ist = 22) + 1- Die Zahl p ist von funda- 
mentaler Bedeutung und heisst das Geschlecht der Glei- 
chung F(x^ y) = 0. Um sie zu bestimmen (Fig. 4), nehmen wir an, 
T habe im Ganzen q verschiedene'Ver- 
zweigungs- oderWindungspxmkte li,..,|^ 
bez. von der Ordnung A^, .., X^ und 
denken uns durch stetige Umformung 
der Fläche diese Punkte derart ver- 
schobeU; dass nirgends zwei solcher 
Punkte übereinander liegen. Wir bil- 
den aus T eine punktirte Fläche T und 
fahren in T zwei kreisförmige und 
Q geradlinige (eigentlich bogenförmige) 
also im Ganzen 9 + 2 Schnitte, von 
denen jeder die sämmtlichen n Blätter 
durchdringt. Durch die zwei Ereisschnitte werde T in einen gürtel- 
förmigen Theil 6r, der sämmtliche Yerzweigungspunkte enthält, und 
in zwei äussere, calottenförmige Theile C und C zerlegt. Durch die 
Q geradlinigen Schnitte, von denen jeder einen Punkt von G mit einem 
Punkte von C verbindet, werde der Theil G m q Theile G^j.,yG^ 
zerlegt, deren jeder nur je einen der q Vereinigungspunkte S^, .., S^ 
enthält, der Theil Gi etwa den Punkt |,-. Die Calotte G (und ebenso C") 
besteht aus n getrennten, einfach zusammenhängenden Flächenstücken, 
die Fläche Gi aus n — A, einblättrigen Stücken und einer Af-blättrigen 
Windungsfiäche, im Ganzen also aus^ — A,- -f- 1 einfach zusammen- 
hängenden Stücken (da die Aj-blättrige Windungsfläche durch stetige 
Deformation einfach zusammenhängend gemacht werden kann). 
Durch die 9 + 2 Schnitte wird die Fläche T im Ganzen in 

i i 

einzelne und einfach zusammenhängende Stücke verwandelt. Die 
9 + 2 Schnitte repräsentiren aber, da sie alle n Blätter durchdringen, 
im Ganzen m = 9W + 1 Querschnitte und 2w -— 1 Rückkehrschnitte. 
Denn von den 2n kreisförmigen Schnitten ist einer (der durch die 
punktirte Stelle gehende) als Querschnitt, die anderen sind als Rück- 
kehrschnitte anzusehen. Die qu geradlinigen Schnitte aber sind sämmt- 
lich Querschnitte. Aus den Zahlen m und a erhält man die Grund- 
zahl der Fläche T, nämlich 2p .-^^ 1 = m — « + 2; man findet 

2p'^2il,-l)-2n + 2 (» = !,.•,(.). (7) 
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Sind sämmtliclie q Verzweigungspiuikte einfiEU^li^ oder ist ki »> 2 
(i SS 1^ . .y p) und ist die Zahl der einfachen Verzweigongspunkte <» a, 
so hat man 

(8) 2jp = (0 - 2n + 2.^) 

Hiemach hat man den Satz: 

(VII) Die n-bl'ättrige Verzweigungsfläche T wird durch 2p 
Querschnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche T' 
verwandelt. Die Zahl p, das Geschlecht der Gleichung 
F(Xyy) '=^ Oy ist bestimmt durch die Gleichung (7), in der 
Q die Zahl der Verzweigungspunkte in T und X^,..jXq die 
Ordnungszahlen dieser Punkte bedeuten. 

Nachdem die Zahl 2p der Querschnitte ^ die T in eine einfach 
zusammenhängende Fläche verwandeln, ermittelt ist, bleibt noch die 
Lage der Querschnitte zu untersuchen; diese kann in mannigfacher 
Weise gewählt werden. Besonders wichtig ist folgende, von Bie- 
mann^) angegebene, übersichtliche und symmetrische Anordnung. 
Man lege zunächst einen in sich zurückkehrenden Schnitt a^, durch 
den die Fläche nicht in getrennte Stücke zerfällt. Dann besteht die 
Begrenzung der Fläche aus zwei getrennten Linien, nämlich den 
beiden Bändern von a^. Nun lege man einen zweiten Schnitt b^, der 
von einem Punkte des ersten Bandes von a^ nach dem gegenüber- 
liegenden Punkte des zweiten Bandes von a^ führi Dann besteht 
die Begrenzung der Fläche aus einer einzigen Linie, nämlich den 
beiden Bändern des Paares (a^, b^). Ist die Fläche noch nicht ein- 
fach zusammenhängend (also nicht p «= 1), so ziehe man ein zweites 
Paar von Schnitten in derselben Weise (a^, b^) und stelle die Verbin- 
dung zwischen den beiden Querschnittpaaren (a^, b^) und (oj, ^2) ^^^ 
durch zwei Schnitte c^ und c^, die von einem beliebig gewählten 
Punkt der Fläche nach dem Kreuzungspunkt des Paares (a^, b^') 
und dem des Paares (o^, b^) führen. Nun besteht die Begrenzung der 
Fläche wieder aus einer einzigen Linie. Fährt man so fort, bis man 
schliesslich p Paare (a,-, &,) und p einzelne Schnitte Cf hat, so ist die 
Fläche in eine einfach zusammenhängende verwandelt. Die Schnitte 
C{j welche die Paare (a», bi) mit einem und demselben Punkte der 
Fläche verbinden, können beliebig zu a,- oder zu bi gerechnet werden, 
so dass man in Wirklichkeit nur 2p Querschnitte hat. Die Linien 



1) Biemann, Ges. W. S. 107 mit anderem Beweis. Einen dem obigen ver- 
wandten, geometrischen Beweis der Gleichiyig (8) gibt Biemann in seiner Vor- 
lesung (Sommer 1861, s. Vorwort). 

2) Riemann, Ges. W. S. 97. 
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Ci sind bei den meisten späteren Untersuchungen unwesentlich. Das 
System der p Querschnitte (ai, bi) und der p Schnitte Ci heisst ein 
kanonisches Querschnittsystem. Ein solches zeigt Fig. 5 (am 
Ende von § 3) für eine besondere Form der Fläche T. Es ist später 
(§ 38) die Frage zu behandeln, wie man verschiedene kanonische 
Querschnittsysteme der Fläche in einander überführen kann. 

§. 3. Normalfonn der Versweigtingsfläohe.^) 

Wir machen jetzt die Voraussetzung, dass von Verzweigungs- 
punkten nur einfache auftreten, in denen also nur je zwei Blätter 
zusammenhängen, während die mehrfachen Punkte ohne Verzweigung 
beliebig seien. Alsdann lässt sich die Fläche T in eine besonders 
übersichtliche Normalform bringen, die sich eng an die bekannte 
Verzweigungsfiäche der hyperelliptischen Functionen anschliesst und 
den späteren Untersuchungen zu Grunde gelegt werden soll. Um diese 
Form zu erhalten, geht man von irgend einer Gestalt aus, welche die 
Verzweigungsfläche mit einfachen Verzweigungspunkten nach § 2 an- 
nehmen kann, und verfolgt die Abänderungen, die sich mit ihr vor- 
nehmen lassen. 

In § 2 wurde gezeigt, dass die Verbindung der Blätter abhängt 
von der Reihenfolge, in welcher man eine sich nicht schneidende 
Curve C die Verzweigungspunkte treffen lässt. Es ist also die Ver- 
änderung zu untersuchen, welche die Fläche bei einer Umordnung 
der Verzweigungspunkte oder einer Veränderung der Curve C erfährt. 
Die Zahl der Verzweigungspunkte sei cd und die Punkte selber in 
der Ordnung, in der sie ursprünglich von C getroffen werden, seien 
Si, .., S,_i, I,-, Ji+i, .., leo. Durch jeden Verzweigungspunkt J,- und 
die zugehörige Schleife Si werden 
zwei bestimmte Zweige oder Blätter 
einander zugeordnet. Da eine Aende- 
rung in der Ordnung der Verzwei- 
zweiguQgspunkte | immer auf eine 
wiederholte Vertauschung von zwei 
aufeinanderfolgenden Verzweigungs- 
punkten hinauskommt, so vertausche 
man (Fig. 5) |, und S,+i, so dass 
die neue Anordnung der Verzwei- 
gungspunkte lautet gl, .., |»_i, g,-^i, ii, 5,-1-2, .., lai. Dabei bleiben 

1) Lüroth, Math. Ann. IV. S. 181 (1871) für einfache Verzweigungspunkte ; 
Mönch. Abh. Bd. 16. S. 329 ff. (1886) für beliebige Verzweigungspunkte. Clebßch, 
Math. Ann. VI. S. 216 (1872). 




32 



Erster Abschnitt. 



[§3. 




Fig. 6. 



die Schleifen nach den Punkten Si, .., 6,-.i, S,-|-i, .., 1« iind die Ver- 
bindung der Blätter durch dieselben ungeändert. Nur die Schleife $i 
nach dem Punkt |; geht über in eine neue Schleife s/, die über den 
Punkt ^,-1-1 hinübergeschoben ist, so dass s{ mit St den Yerzweigungs- 

punkt lr.fl 9 ^^^^ keinen anderen 
Yerzweigungspunkt einschliesst. 
In Fig. 5 sind die neue Schleife 
8{ und die veränderten Theile C der 
Linie C durch punktirte Linien be- 
zeichnet, um die durch die Schleife 
s/ im Punkt Jf verbundenen Zweige 
zu bestimmen y lose man dieselbe 
auf in die drei Schleifen Si^u Si 
und abermals Sf+i, welche in der in Fig. 6 durch die Pfeile ange- 
gebenen Weise zu durchlaufen sind. 

Hierbei sind drei Fälle zu unterscheiden: 

1) Verbindet s,- die Zweige (j/p, y?) und s<+i die Zweige (j/r^yt)} so 
verbindet der neue Weg s/ die Zweige (jfp, ffq). Denn beginnt 
man mit yp, so führt der erste der drei Wege s,-|_i yp wieder 
in yp, der zweite $i yp in y^, der dritte 5,.|_i yq wieder in pg 
über. Beginnt man mit yq, so gelangt man entsprechend zu yp. 
Beginnt man dagegen mit yr (oder yt), so gelangt man wieder 
zu yr (oder y<). Li derselben Weise ergibt sich: 

2) Verbinden s,- und 5,.|_i dieselben Zweige (y^, y,), so verbindet 
auch sf die Zweige (jfp,yq)' 

3) Verbindet s,- die Zweige Qfpyyq), 5i+i die Zweige (yq^yr), so ver- 
bindet s/ die Zweige (j/p^yr)- 

Haben also die zwei Verzweigungspunkte |; und ^i-^i einen Zweig 
yq gemein nnd zieht man §<+! vor g,-, so verbindet die neue Schleife 
s{ die nicht gemeinsamen Zweige yp und yr oder es vertauscht sich 
in dem übersprungenen Punkt |,- der Zweig y^ mit yr. Durch Wieder- 
holung dieses Verfahrens erhält man den Satz: 

(I) Zieht man einen Verzweigungspunkt, der die Blätter 
(q, r) verband, vor andere Verzweigungspunkte, so ver- 
tauscht sich in allen übersprungeneu Punkten, welche 
eins der Blätter q oder r enthalten, das Blatt q mit dem 
Blatt r. 

Fasst man nun bei der ursprünglichen Anordnung alle Verzwei- 
gungspunkte, welche dieselben zwei Blätter i und k verbinden, zu 
einer Gruppe Gik zusammen, so gilt für diese Gruppen der Satz: 
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(11) Die Curve C lässt sich so yerändern^ dass sie der Reihe 
nach die Punkte der Gruppen 

trifft. Von diesen Gruppen können selbstverständlich 
einzelne fehlen. 

Es ist nur zu zeigen , dass man die n — 1 ersten Gruppen in (1) 
vorziehen kann^ so dass hinter ihnen kein Yerzweigungspunkt mit 
dem Index 1 mehr auftritt. In derselben Weise lässt sich offenbar 
der Best behandeln. Zunächst kann man die Gruppen (r<|. so an- 
ordneuy dass die n — 1 ersten Gruppen immer das erste Blatt mit 
einem beliebigen anderen verbinden^ während die übrigen Gruppen 
den Index 1 nicht mehr enthalten. Wenn nämlich bei der ursprüng- 
lichen Anordnung zu Anfang Verzweigungspunkte stehen ^ die das 
erste Blatt, am Ende aber solche, die nur andere Blätter enthalten, 
so ist nur noch die zwischen ihnen befindliche Reihe von Punkten 
umzuordnen. Zu diesem Zweck ziehe man in der noch umzuordnen- 
den Reihe den letzten noch dem Blatt 1 zugeordneten Yerzweigungs- 
punkt vor alle anderen Punkte der Reihe. Dieser Punkt scheidet 
dann nach (I) aus der Zahl der noch umzuordnenden Punkte aus; 
die Zahl derselben ist also wenigstens um 1 vermindert. Eine end- 
liche Zahl von Wiederholungen dieses Verfahrens führt zu einer vor- 
läufigen Anordnung, in welcher die n — 1 ersten Gruppen von der 
Form sind 6ia, Öü, öi*, .., wo die Indices ä, i, Ä, . . die Zahlen 
2, 3,..,n — l,nin noch unbestimmter Reihenfolge bedeuten. 

Nunmehr sind diese n — 1 ersten Gruppen so umzuordnen, dass 
man die Reihe erhalt (ri2, (ris, . ., Oin. Von den Zahlen %, i, A;, . . 
sei fi die kleinste und die Verbindung (1/ii) trete a-mal auf. Man 
ziehe nun nach (I) diese a Punkte vor die übrigen. Man hat dann 
in der neuen Anordnung erstlich eine Anzahl von Punkten, welche 
die Blätter (l,fi) verbinden. In der darauf folgenden Reihe, die aus 
den übrig gebliebenen Punkten (1, Ä), (1, t), (1, Ä), . . hervorgeht, 
kommen dann ausser 1 nur Zahlen vor, die mindestens = ^ sind. 
Behandelt man diese Reihe ebenso wie oben die ganze Reihe der 
Verzweigungspunkte — theilt man sie also wieder in frühere Punkte, 
welchen das Blatt 1, und in spätere, welchen andere Blätter ange- 
hören — , so ist die Reihe der jetzt mit 1 verbundenen Punkte jedenfalls 
wenigstens um a kleiner als vorher. Ist nun v (> /Li) die kleinste der 
hier mit 1 verbundenen Zahlen, so ziehe man wieder alle die Blätter 
(1, v) verbindenden Verzweigungspunkte vor u. s. i. Man erhält auf 

Stahl, AbePsohe Functlonezi. 3 
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diese Weise eine Anordnung der Yerzweignngspunkte in Gruppen 
folgender Art 

O-i^, Gity Oig.. (wo fi < v ^ p . .), 

auf welche dann Punkte folgen, die mit dem Blatt 1 nicht mehr ver- 
bunden sind^ (q. e. d.) 

(in) Jede der Gruppen Gik in (1) enthält eine gerade Zahl 
von Verzweigungspunkten. Die Anzahl aller Verzwei- 
gungspunkte ist daher ebenfalls gerade. 

Beweis. Wenn man bei irgend einer Gestalt der Gurve C in der 
^- Ebene, von dem regulären Punkt a mit einem beliebigen Zweig- 
werth yi beginnend, das ganze Schleifensystem Si,.,,So, durchläuft^ 
so kommt man offenbar stets, auf den Anfangswerth yi zurück, weil 
das System der Schleifen s sich ansehen lässt als eine geschlossene 
Linie, die keinen Verzweigungspunkt einschliesst. Entspricht die 
Gurve G der Anordnung (1), so folgt zunächst, dass die erste Gruppe 
Gi2 ^^s einer geraden Zahl von Verzweigungspunkten besteht. Denn^ 
das Gegentheil angenommen, würde man, mit y^ beginnend und das 
Schleifensystem durchlaufend» nicht auf y^ zurückkommen, weil die 
Gruppe (t]2 auf y^ führen würde und von den folgenden Gruppen 
keine auf y^ zurückführen konnte. Nimmt man nun weiter an, der 
Satz sei bewiesen für alle Gruppen (1) bis zur Gruppe Gik (i < A;), so 
muss er auch für diese Gruppe gelten. Denn enthielte Gn eine un- 
gerade Zahl von Verzweigungspunkten, so würde man, in a mit yi 
beginnend und das Schleifensystem von den Verzweigungspunkten der 
Gruppe Gik an cyclisch durchlaufend, durch ß,* auf die Wurzel y* 
geführt, deren Index Je sich erst wieder bei Gruppen vorfindet, welche 
grössere Indices als i enthalten. Der Rest der Schleifen führt also yjt 
nicht auf y,- zurück, sondern zu einer anderen Wurzel y^ (w > i). Geht 
man nun cyclisch zu den ersten Schleifen über, die nach Voraus- 
setzung jede eine gerade Anzahl von Verzweigungspunkten enthalten^ 
so kommt man immer nur auf dieselbe Wurzel ym, aber niemals auf 
yi zurück. Es kann daher Gik nicht eine ungerade Zahl von Punkten 
enthalten, (q. e. d.) 

(IV) Die Gruppen Gik lassen sich nach Belieben umordnen, 
ohne dass ihre Indices sich ändern. 

Sind nämlich Gik luid Gn zwei auf einander folgende Gruppen 
in (1) und zieht man Gn vor Gik, so wird beim Vorziehen des ersten 
Punktes von Gn in Gik der Index i mit l vertauscht und die Gruppe 
Gik geht über in eine Gruppe G*,; beim Vorziehen des zweiten Punktes 
von Gii wird in dieser Gruppe Gki der Index l mit i vertauscht und 
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die Gruppe Gki geht wieder io die frühere Gruppe Gtk über. Da 
nun jede Gruppe eine gerade Zahl von Punkten enthält, so bleibt 
beim Vorziehen von On die Gruppe Ga ungeändert. (q. e. d.) 

(V) Eine Gruppe Gti lässt sich, wenn eine Gruppe Ga vor- 
handen ist, stets überführen in eine Gruppe Guy wobei 
i, Je, l ganz beliebige Indices sind. 

Beweis. Die Gruppe Ga enthalte 2a Punkte. Zwischen die 
2 a — 1 ersten und den letzten dieser Punkte schiebe man die Gruppe 
Gki- Dies geschieht ohne Aenderung des Blätterzusammenhangs; denn 
man kann immer die Gruppe Gjti unmittelbar hinter Gik stellen 
(nach IV) und sie dann vor den einen Punkt von Gih ziehen. Nun 
ziehe man zweitens diesen einen Punkt wieder vor die ganze Gruppe 
Gij. Die Gruppe Gik ist dann wieder vollständig; in der Gruppe Gki 
aber sind die Blätter Tc und % zu vertauschen, d. h. sie geht in die 
Gruppe Gii über. (q. e. d.) 

(VI) Die sämmtlichen cd Verzweigungspunkte lassen sich 
in n — 1 fundamentale Gruppen einordnen, von der Art, 
dass jede dieser Gruppen eine gerade Zahl von Punkten 
enthält und dass in diesen n — 1 Gruppen sämmtliche 
n Blätter vertreten sind. 

In der That, durch die Gruppen Gik ist jedenfalls eine Verbin- 
dung der sämmtlichen Blätter hergestellt, da sonst die Verzweigungs- 
fläche zerfallen müsste. Es besteht also zunächst eine Verbindung 
eines ersten Blattes \ mit irgend einem zweiten Blatte etwa i^ oder 
eine Gruppe Cr,-,/.; es besteht femer eine Verbindung des Blattes i^ oder 
i^ mit einem dritten Blatte etwa i^y also eine Gruppe (ri,,*, oder eine 
Gruppe Gi^i^ u. s. f. Man erhält so ein System von Gruppen, welche 
die Blätter so verbinden, dass i^ mit i^, i^ mit i^ oder t,; i^ mit »\ oder 
i, oder i, u. 8. f. zusammeidiängt; diese Gruppen seien 



A-(ii,h), ^«(Si,),.., r,-(*! in\ (2) 




Alle [übrigen Gruppen Gaß, wo a, j8 irgend zwei verschiedene 
der Zahlen ii^-.yi» sind, lassen sich in eine der Gruppen (2) ein- 
ordnen. Denn kommen a und ß in einer der Gruppen F vereinigt 
vor, so tritt Gaß in diese Gruppe ein. Kommt aber in den Gruppen 
r a nicht mit /J, sondern mit y vereinigt vor, so kann man nach (V) 
die Curve G immer so abändern, dass die Gruppe Gaß ^ eine Gruppe 
Gay übergeht und dann sich mit einer Gruppe F vereinigt. 

3* 
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In den Gruppen (2) können die unter einander stehenden Indices 
nach (Y) fiir einander substitairt werden; man kann also z. B. sammir 
liehe Yerzweigungspunkte einordnen in n — 1 Gruppen der Form 

(3) Fl = (*\, 4), Pj — (ii, ij), . ., r„-i = (ti, in), 
oder auch in (n — 1) Gruppen der Form 

(4) r, = (ii, i,), Fg = (i,, ig), . ., Fn^i — (in»i, i«), (q. e. d.) 

(VII) Aus jeder der n — 1 Gruppen Fi (3) oder (4) lässt sich 
eine gerade Zahl von Verzweigungspunkten herausnehmen 
und in eine beliebige andere Gruppe einstellen; nur muss 

, dabei die verminderte Gruppe noch bestehen bleiben, 
also mindestens noch zwei Punkte behalten. 

Zum Beweise lege man etwa den Tjpus (4) zu Grunde und theile 
eine der Gruppen, z. B. F^, in eine Gruppe F/ und ein Paar, das eine 
Gruppe 0^2 bildet. Für diese kann man nach (Y) zunächst G^^ 
setzen, da Punkte folgen, welche die Blätter 2, 3 verbinden, sodann 
aber (rjg, da Punkte vorhergehen, welche 1, 2 verbinden. Die neue 
Gruppe vereinigt sich also mit F^ und erhöht die Zahl der Punkte 
dieser Gruppe um 2. Umgekehrt kann man ebenso die Gruppe Fg 
vermindern und Fj vermehren, (q. e. d.) 

Fasst man die gewonnenen Resultate zusammen, so erhält man 
den Schlusssatz: 

(ym) Man kann, ausgehend von einer beliebigen Form der 
Yerzweigungsfläche, durch Abänderung derselben immer 
eine neue Form der Fläche herleiten, in welcher die 
(D Yerzweigungspunkte ganz beliebig in n — 1 Gruppen 
F^,.., Fn^i vertheilt sind, jedoch so, dass jede dieser 
Gruppen eine gerade Zahl von Punkten enthält und dass 
in diesen n — 1 Gruppen F sämmtliche n Blätter ver- 
treten sind. Die zu dieser Anordnung gehörige Gurve G, 
welche die Gruppen F^, . ., Fa_i der Reihe nach trifft, be- 
stimmt dann die Aufeinanderfolge der Schleifen und so- 
mit die Yerbindung der n Blätter der neuen Fläche. 

Dieser Satz fOhrt nun zu einer sehr einfachen Normalform. 
der Fläche. Unter den möglichen Gruppenbildungen wähle man 
diejenige, bei welcher die erste Gruppe F^ aus o — 2 (n — 2) Yer- 
zweigungspunkten besteht, die das erste und zweite Blatt verbinden, 
während die w — 2 übrigen Gruppen je zwei Yerzweigungspunkte 
enthalten, die je eins der übrigen n — 2 Blätter mit dem ersten oder 
zweiten Blatt verbinden, so dass also die letzten n — 2 Blätter unier 
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sich gar niclit mehr zasammenhängen. Um die Flache zu construiren, 
lege man^ wie früher angegeben, in der einfachen a;-Ebene durch die 
d Verzweignngspunkte 1^ eine Cnrye Cy die sich selber nicht schneidet 
und zuerst alle Puukte der ersten Gruppe F^ trifft, dann der Reihe 
nach die Punkte der übrigen Gruppen Fj, . ., F„— i und verbinde die 
(D Verzweigungspunkte in der Reihenfolge Jj, . ., gw, in der sie von 
C getroffen werden^ mit dem regulären Punkt a der rr- Ebene durch 
Linien s,-; die sich selber und C nicht schneiden. Alsdann lege man 
in den n Blättern von allen cd Verzweigungspunkten |< durch die zu- 
gehörigen zwei Blätter Schnitte 5,-, die über den entsprechenden 
Linien Si nach den über a liegenden Punkten dieser Blätter verlaufen 
und verbinde längs der Schnitte Si die Blätter in der durch die an- 
genommene Gruppenbildung vorgeschriebenen Weise. Dann müssen 
sich nach dem Früheren in den über a liegenden Punkten der n Blätter 
die Verzweigungen wieder aufheben und die Blätter trennen. Ver- 
schiebt man alsdann die Verzweigungsschnitte Si etwa bis zur Curve 
C und löscht von C die Strecken IgSg, J^Sg, . ., so sind die noch 
übrig bleibenden Strecken S^ Sg ; Ss I4 j • • ? Iw - 1 Iw die Verzwei- 
gungsschnitte der Fläche. Die Zahl derselben ist '^^'^ die Zahl 
der Verzweigungsschnitte zwischen dem ersten und zweiten Blatt 
= |-(n-2). 

Die betrachtete Normalform der Verzweigungsfiäche T mit ein- 
fachen Verzweigungspunkten ist noch in eine einfach zusammenhän- 
gende Fläche zu verwandeln durch 2p Querschnitte. Die Zahl p ist 
hier bestimmt durch die Gleichung (8) § 2, nämlich: 

2j) = o — 2w + 2. 

Das kanonische System der 2p Querschnitte ist hier besonders ein- 
fach, nämlich genau dasselbe, wie bei der Verzweigungsfläche der 
hyperelliptischen Functionen. ZuiuLchst ist aus der Gonstruction der 
Fläche klar, dass man nur die Verbindung des ersten imd zweiten 
Blattes zu berücksichtigen und keinen Querschnitt durch die übrigen 
Blätter zu legen hat. Denn die zwei ersten Blätter enthalten schon 
fo — 2 (n — 2) = 2jp + 2 Verzweigungspunkte mit l> + 1 Verzwei- 
gnngsschnitten. Daher machen 2p Querschnitte, in den beiden ersten 
Blättern um die Verzweigungspunkte gelegt, die Fläche bereits ein- 
fach zusammenhängend und die übrigen 2 (n — 2) Verzweigungs- 
punkte oder n — 2 Verzweigungsschnitte, welche das erste oder zweite 
Blatt mit je einem der n — 2 übrigen Blätter verbinden, kommen 
ebensowenig in Betracht, wie etwa ein Verzweigungsschnitt in einer 
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zweiblättrigen Fläche, die nur 2 Verzweigongspunkte hat und an sich 
schon einfach zusammenhängend ist. Dem Querschnittsystem in den 
zwei ersten Blättern kann man nun die übersichtliche Anordnung 
geben, die für den hyperelliptischen Fall bekannt ist. Sind §i^ Sg,.., hp-^2 
die Verzweigungspunkte und liSj, IgS^, . ., iip+iiip+2 die Verzwei- 
gungsschnitte, welche die zwei ersten Blätter verbinden, so lege man 
die p ersten Querschnitte a^, Og, . ., Op sämmtlich im ersten Blatt bez. 
um die Punktepaare J^lj, I3I4, . ., fei»— ilaj», alsdann die p Quer- 
schnitte \y Ja? • •? ^p so, dass &,• die Punkte gao Sat+i; • -y iip+i ^ni- 

schliesst, also theils im 
$, ersten, theils im zwei- 
ten Blatt verläuft, end- 
lich die p verbinden- 
den Schnitte Ct von den 
Ereuzungspunkten der 
Schnittpaare (o,-, &,) 
nach dem Punkt 0, der 
^8- ^- beliebig, etwa im ersten 

Blatt gewählt werden kann. Fig. 5^) zeigt ein solches kanonisches 
Querschnittsystem für den Fall w = 2, cd = 8,|3 = 3; die im ersten 
Blatt verlaufenden Schnitte und Schnitttheile sind ausgezogen, die im 
zweiten Blatt liegenden punktirt. Alle Querschnitte a,-, &i, d sind mit 
zwei Rändern zu denken, die parallel und in unendlich kleiner Ent- 
fernung von einander verlaufen. 




§ 4. Analytisohe UnterBuohimg von F(Xy y) <» 0.') 

Die in § 1 — 3 gegebene Untersuchung der Zweigfanctionen war 
wesentlich geometrisch. Eine strengere Definition und Unterscheidung 
der verschiedenen Arten von kritischen Punkten, sowie die Be- 
stimmung der Zahl und Lage dieser Punkte ist aber erst durch eine 
aalytische Untersuchung der Gleichung F(x, y) = möglich. Bevor 
^ ir uns zu dieser Untersuchung wenden, sei noch eine zweite 
geometrische Deutung dieser Gleichung erwähnt^). Man kann 
nämlich F(x, y) = auch als Gleichung einer Carve mit complexen 



1) Prym, Zur Theorie der Functionen in einer zweiblättrigen Fläche. Zürich. 
1866. S. 4. 

2) Biemann, Ges. W. S. 103 ff. Die Voraussetzungen sind bei Biemann 
von den obigen etwas verschieden; es wird F{Xy y) ^^ in x vom m-ten, in y 
vom n-ten Grade angenommen. 

3) Glebsch, Joum. für Math. Bd. 63. S. 189ff. 1863. 
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GoefQcienten und complexen Coordinaten {Xy y) betrachten und auf 
sie alle Bezeichnungen anwenden^ die bei reellen Curyen gebräuchlich 
sind. Wir reden daher von einer Ebene , in welcher die Curve 
F{Xy y) = liegt und bezeichnen dieselbe als {Xy y)- Ebene. Diese 
Ebene hat keine reelle Existenz , wie bei der ersten Auffassung die 
rr-EbenC; in der die complexe Variable x ausgebreitet war. Wir nennen 
femer ein Werthepaar (a, 6), das der Gleichung F{Xy y) = genügt, 
einen in der (x, y) -Ebene auf der Curve gelegenen Punkt und reden 
von Tangenten, Asymptoten, von singulären Punkten der Curve u. s. f., 
wie in der reellen Curventheorie. Die Deutung von F(Xy y) = als 
Curve lässt eine besonders einfache Ausdrucks weise zu, wenn es sich 
am algebraische Fragen handelt, während die geometrische Darstellung 
von y durch die Verzweigungsfläche besondere Vorzüge bei transcen- 
denten Fragen bietet. 

Für die analytische Untersuchung, sowie überhaupt im Folgen- 
den, machen wir nicht blos die Voraussetzung, dass F(Xf y) irredu- 
cibel sei, wir nehmen auch für F(Xy y) eine bestimmte Form an 
durch folgende, weitere Voraussetzungen. 

(A) Die Gleichung F(Xy y) = soll in x wie in y rational 
und ganz vom Grade n sein und so beschaffen, dass für 
jedes Glied ar'y* die Dimension t + ^<w ist. 

(B) Wenn man die Gleichung F(x, y) = durch die Sub- 
stitution x:z und y:0 für x und y und durch Multiplica- 
tion mit ii^ homogen in x, y, Si macht, sollen die Coeffi- 
cienten von ic*, von y" und von sü^ von Null verschieden 
sein. 

(C) Der Ausdruck der n*®° Dimension in F(Xy y) ^ soll n 
verschiedene Linearfactoren haben. 

Die Voraussetzungen (B) und (C) bieten keine wesentliche Be- 
schränkung der in (A) angenonmienen Form von F{Xy y). Denn setzt 
man in der homogen gemachten Gleichung F(x^ y, js) ^=0 

(wobei die Determinante der Substitution von verschieden sei), so 
lassen sich die Coefficienten at, /3,-, yi stets so bestinmien, dass in der 
transformirten Gleichung ©(|, ly, g) = die Coefficienten von |", ly**, g* 
von verschieden sind und dass gleichzeitig der Ausdruck der n^^ 
Dimension in | und rj n verschiedene Linearfactoren hat. 

Die Voraussetzungen (B) und (C) beziehen sich besonders auf 
das Verhalten des unendlich fernen Punktes. Nach (B) soll die Curve 
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F{x^ y) <ra niclit durcli den Ponkt (a; =■ 0, y = 0) gehen und nicht 
Asymptoten haben, die der x- oder y-Axe parallel sind. Es wird 
also y nur oo ftir o; «= oo oder es fallen diejenigen kritischen Punkte, 
in denen y «= oo wird, alle in den Punkt (a? = oo, y -= oo) der Curve 
F{Xy y) = oder in die n Punkte {x «=» oo, y »== oo) der n-blättrigen 
Verzweigungsfläche T, Nach (C) hat die Curve F{x, y) «= im Punkt 
(o; »s oo, y «s oo) einen n- fachen Punkt mit getrennten Tangenten 
(Asymptoten) oder die Yerzweigungsfläche T die Eigenschaft, dass 
sich die n Blätter im unendlichen nur berühren, ohne zusammenzu- 
hängen (vgL S. 44). 

Um die im Endlichen liegenden kritischen Punkte zu unter- 
suchen, sei o; = a ein endlicher Werth und b^, b^, . ., &« die zugehörigen 
endlichen Werthe von y. Ist h einer dieser Werthe und setzt man 
zur Abkürzung 

(^) -(».')--- Or^- Qr--- Or'"' 



80 gibt die Entwicklung von F{Xj y) *= nach Potenzen von 
X — tty y — &, da i^oo "" ^ i^*> ^^ Gleichung 

+ i[(fl!-a)»J',o + 2(»-a)(y-6)J'„+(y-6)»2?;j + .. 

+ ^ [(«-o)» J'^+n(«-o)— »(y— 6)F^u+-.+(y-J)«J?'o.]— O, 



(3) 



eine Entwicklung, die mit den Gliedern der n^° Dimension ab- 
schliesst. 

Ein einfacher Punkt (o? «> a, y «=» &) der Fläche T ist dadurch, 
charakterisirt, dass i^(a, V) = F^^ = 0, aber F^^ ^ ist. In der 

Umgebung von (a, h) hat die zugehörige Zweigfunction y eine Ent- 
Wicklung nach ganzen positiven Potenzen von x — a, nämlich 

(4) y — 6 = «1 (a; — a) + «^ (a? — a)* + «s (^^ — «)' H • 

Die Goefflcienten c^i, «gy . • sind nach dem Taylor'schen Satze be- 
stimmt durch die Werthe 

dy 1 d^y 

gebildet für (x^ y) <» (a, b), also nach (3) bestimmt durch 

^oi«i + ^10 -= 0, 2\a,F,, + a,'F,, + 2«ii?;i + i?;^ - 0, . . . 
Die Goefflcienten o^, 0^2? - * ^^^ ^^ endlich, da J^q^ ^ 0. 



I 
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Ein kritischer Punkt (a: = a, y «= 6) im Endlichen der Fläche 
T ist dadurch charakterisirt, dass fiir x^*^ a mindestens zwei der 
n Wurzeln &!,.., 6« von F^ = zusammenfallen in einen Werth 6, 
dass also für x = a, y •» & ausser Fqq «= mindestens noch Fqj^ <» 
ist. Werthepaare (a: «» a, y — 6), welche nur diesen zwei Gleichimgen 
genügen, eiistiren stets, ohne dass eine besondere Bedingung zwischen 
den Coefficienten Frs der Gleichung (3) stattfindet. Wenn aber noch 
weitere der CoefQcienten Frs in (3) verschwinden^ so treten zwischen 
den OoefGcienten F{x, y) = Bedingungsgleichungen auf und die 
kritischen Punkte sind zugleich singulare Punkte. Wir beschränken 
uns auf die Betrachtung der einfachsten und wichtigsten Fälle. 

1) Es sei für (a; = a, y = 6) 

^oi--Fo«-- — -Poa-i»0, (5) 

dagegen F^q und Fox ^ 0. 

Dann hat man, da hier F^q ^ 0, entsprechend dem Obigen, indem 

nur X und y ihre Bolle vertauschen^ zwischen x und der zu b ge- 
hörigen Zweigfunction y in der Umgebung von (a, b) eine Entwick- 
lung von der Form 

x-a^ß,(y-by + ß,(ff- 6y+» + . . (A ^ 0), 

WO die Coefficienten ßi, ß^f • ^^ ähnlicher Weise wie oben zu be- 
stimmen sind. Zieht man die X^ Wurzel, so erhält man die Ent- 
wicklung 

(a;_«y_y,(y_6) + y,(y_6)« + .. (y^ ^ 0), 

und hieraus nach bekannten Sätzen über die ümkehrung der Potenz- 
reihen 

1 s 

y — 6 = a^ (a; — . ay + «8 (rr — «y -f • • («^ ^ 0). (6) 

Die Yergleichung mit (5) § 2 lehrt, dass der betrachtete Punkt 
(a? = a, y = 6) in der Fläche T ein A — l-facher Verzweigungs- 
punkt und zwar von der ersten Art ist (vgl. §2 8. 24), da wir 
voraussetzen, dass «i ^ ist, dass also die Entwicklung (6) mit dem 

ji 
Glied (x — ay beginnt. Für die Curve F(a;, y) = ist (a, 6) ein 
Punkt, in dem die Tangente parallel der y-Aze ist und X — 1-fach 
berührt, d. h. in A zusammenfallenden Punkten schneidet. Für A «= 2 
hört der Punkt auf, singulär zu sein, er wird zu einem einfachen 
Verzweigungspunkt erster Art. 
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2) Es sei für {x — a, y — 6) 

(7) Frs^O (r, s = 0, 1,.., fi— 1) 

oder die Entwicklung (3) beginne mit den Gliedern der ^i*^ Dimen- 
sion und der Ausdruck der ^^°^ Dimension zerfalle in fi verschie- 
dene Factoren, nämlich 

y — 6 — a,.(ir — a) (a<^0) (t=l,..,fi), 

wo die Grössen at endlich und von einander und von verschieden 

seien. Dividirt man (3) durch (x — ay und setzt ^^— = 1^, so 
nimmt (3) die Form an 

(8) % + (x — a) *^+i H [-(x — a)»-A« 0, = 0, 

wo 0IU, 0fi^if , ,, 9n ganze rationale Functionen in i} bez. vom Grade 
^, fi + 1; • •; w sind. Die (i Wurzeln rj von (P^ = sind nach Vor- 
aussetzung a^y a^f , ,, a^. Ist a eine dieser Wurzeln ^ so erhält man 
für die zugehörige Function ij aus (8) die Entwicklung 

(9) ij = a + jS (a? — a) + y (iT — a)* H 

Die Coefficienten a, ß^y, . <» sind ähnlich wie bei dem regulären Punkt 
bestimmt durch die Gleichungen 

die 9 und ihre Ableitungen gebildet fQr ri ^^ a. Die CoefQcienten 

ßy y; . . ßind daher^ da -^ ^0 für ij «= «, alle eindeutig und 
endlich. 

Trägt man für ij den Werth ■ "" ein und bildet die Gleichung 

(9) für die fi verschiedenen Wurzeln a^, a^,..,«^ von ©^ = 0, so 
erhält man für die ^ zugehörigen Zweigfanctionen Entwicklungen, die 
nach ganzen positiven Potenzen von x — a fortschreiten^ nämlich: 

(10) y-h = ai{x-a) + ßi{x-ay + " (a^^O) (i=l,..,^). 

Die Yergleichung mit (4) § 2 zeigt, dass der betrachtete Punkt (a, h) 
in der Fläche T oder auf der Curve jP=0 ein ^-f acher Punkt 
mit getrennten Blättern oder getrennten Tangenten ist und 
zwar von der ersten Art (vgl. §2 8. 24) , da wir voraussetzen, dass 
die Entwicklungen (10) alle mit dem Glied x — a beginnen« Für 
fi ^ 2 ist der Punkt {a, b) ein Doppelpunkt in T oder auf F ^^ 0. 
Für |x = 1 hört der Punkt (a, 6) auf, singulär zu sein, er wird zum 
einfachen Punkt auf JP = oder in T. 






§ 4. Analytische Untersuchung von F{Xj y) = 0. 43 

3) Es sei wieder für (a: = a, y = &)' 

Frs — (r, s = 0, 1,.., 1/— 1), 

aber der Ausdruck der t/*®^ Dimension in (3) zerfalle in k Factoren 
von der Form 

wobei Vi + • • + i/jk = 1/ ist; zugleicli sei vorausgesetzt; dass der Aus- 
druck der V + 1*®" Dimension in (3) keinen der Werthe y — 6 ~ a^, (x — a) 
als Factor enthalte. Die v Zweigfunctionen^ die in a denselben Werth b 
haben, zerfallen hier in k Gruppen , deren jede durch eine besondere 
Reihenentwicklung charakterisirt ist. Für die Vi Zweigfanctionen der 
^ten Griippe ergibt sich durch, ähnliche Betrachtungen wie in 1. und 2. 
in der Umgebung von (a^ h) die gemeinsame Entwicklung 

y-'b = a^.(x — a) + ßr^(x — a) '• +.. («,,^0). (11) 

Nach § 2 trennen sich also die v durch den Punkt (a, b) gehen- 
den Blätter der Fläche T in. 1c Gruppen^ so dass die Vi Blätter 
der f^ Gruppe unter sich cyclisch zusammenhängen. Für 
die Curve F(x, y) = ist (a, b) ein Punkt, durch den v Zweige 
gehen, die sich in k Gruppen sondern, so dass die Vi Zweige der 
^ten Gruppe eine gemeinsame Tangente in erster Ordnung berühren, 
während die Tangenten der k Gruppen unter endlichen Winkeln zu- 
sammen stossen. Für k^=^ 1^ v = 2 ist der Punkt (a, b) ein Rück- 
kehrpunkt der Curve 2^=0 oder der Fläche T. 

Wir betrachten noch das Verhalten der n Zweigfanctionen y in 
dem Punkte o; = oo der o;- Ebene mit Rücksicht auf die S. 39 ge- 
machten Voraussetzungen (A), (B) und (C). Nach (B) sind für a; = oo 
auch die n Werthe von y gleich oo, nach (C) zerfällt der Ausdruck 
der n^^ Dimension von F(Xy y) = in w ungleiche Factoren. Daher 
hat man in der Umgebung des Punktes x ^^ oo für y n Entwick- 
lungen nach ganzen Potenzen von x 

y = ÄiX + Bi + Ciar-^'\'Diar' + " (-4,^0) (i == 1, .-, w), (12) 

wo die Goefficienten Ai endlich und von einander und von ver- 
schieden sind. In der That sei der Ausdruck der n^° Dimension in 
F{x, y) = 

Durch die Substitution x = S~^, y «« ij~^ geht F(Xy y) = 0, wenn 
mit |"ij* multiplicirt wird, über in 
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n n + l 



i^,(l, '?)■= /"(t n) + m, v) + -+ l"ij" = 0, 



WO m 



/•(6, ri) = «ol'' + Vl'-^i? + • • + an'v' 



die Glieder der niedersten Dimension in |, 17 zusammengefasst sind. 
Ist nun I — Äii] einer der w nach Voraussetzung ungleichen Pactoren 
von /*(!, 1^), so erhält man in der Umgebung von (| = 0, ij = 0) 
eine Entwicklung von 17 nach ganzen Potenzen von 1, aus der sich 
in der Umgebung von (a; = 00, y = 00) die obige Entwicklung (12) 
von y nach Potenzen von x ergibt. Der Punkt (a; = 00, y = 00) ist 
daher ein n-facher Punkt erster Art; in ihm sind für die Fläche T 
die n Blätter, für die Curve jP »= die n Tangenten (Asymptoten) 
getrennt. 

Wir begnügen uns mit der Erörterung der vorstehenden Fälle, 
die auch der Anschauung leicht zugänglich sind. Die Untersuchung 
des allgemeinsten, singulären Punktes, wo für ein Werthepaar (a, 6) 
beliebige Coefficienten Frs in (3) verschwinden, erfordert ausgedehnte 
Betrachtungen besonderer Art. Wir verweisen bez. dieser Frage auf 
die Litteratur und fOhren nur historisch Folgendes an. 

Eine erste Reihe von Untersuchungen^), die sich mit der Trennung 
der Zweigfanctionen und der Aufstellung von Reihenentwicklungen 
für dieselben an singulären Stellen beschäftigt, fQhrt rein analytisch 
zu demselben Satze, der in (IV) § 2 geometrisch abgeleitet wurde, 
nämlich: 

(I) Die zu einem kritischen Punkte mit der Abscisse rr = a 
gehörigen n Punkte der Curve F(x, y) = treten gruppen- 
weise zusammen in Punkte (a, 6), (a, 6j), . . . Die durch 
einen solchen Punkt z. B. (a, h) gehenden Tangenten der 
Curve trennen sich wieder in solche, die nur von je einem 
Zweig, und solche, die gleichzeitig von mehreren Zweigen 
der Curven in erster oder höherer Ordnung berührt wer- 
den. Die zugehörigen Zweigfunctionen y stellen sich dar 
durch Entwicklungen von der Form (3), (4) und (5) § 2. 

Eine zweite Reihe von Untersuchungen^), die sich mit der Auf- 

1) Puiseux Fischer, S.28ff. Vgl. die Daretellung von Briot et Bouqnet, 
Theorie des fönet, ellipt. 2. A. 1876. S. 40—49. 

2) Cayley, Quart. Joum. of Math. T. 7 (1865) und Joum. für Math. Bd. 64 
(1865). Hamburger, Zeitschrift für Math. Bd. 16 (1871). Nöther, Gott. Nachr. 
1871. S. 267; Math. Ann. Bd. 9. S. 167 (1875) und Bd. 23 S. 311 (1883). Vgl. 
auch die Darstellungen von Picard, Traitä d'analjse. T. 11 S. d60ff: (1893). 
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losung von höheren Singularitäten in solche niederer Art durch ein- 
deutige Transformation der Curve (ygl. Abschnitt lY) beschäftigt, 
fOhrt zu dem Resultat: 

(11) Eine algebraische Gleichung F{Xf y) ^^0 mit belie- 
bigen, singulären Funkten lässt sich durch eindeutige 
Transformation stets in eine andere Gleichung über- 
führen, die nur einfache Verzweigungspunkte (1. Art) 
und von singulären Punkten nur noch Doppelpunkte 
enthält. 

Wir legen später, von Abschnitt II an, für F(x, y) «= diese 
einfachste Form zu Grunde. 



§ 5. Zahl nnd Lage der kritischen Ftinkte. 

Wir untersuchen nunmehr die Zahl und Lage der kritischen 
Punkte, beschränken uns aber wieder auf das Vorkommen der im 
vorigen § S. 41—43 betrachteten kritischen Punkte, wobei wir an- 
nehmen, dass nicht zwei solcher Punkte in einander fallen. Ausserdem 
halten wir die früheren Voraussetzungen (A), (B), (G) S. 39 fest. 

Da der Punkt (x '^ <x>, y «» oo) nach diesen Voraussetzungen ein 
fi-£acher Punkt erster Art ist, so handelt es sich nur noch um die 
im Endlichen gelegenen kritischen Punkte. Nach der Definition 
derselben (S. 41) genügen die Goordinaten (Xj y) eines solchen Punktes 
den beiden Gleichungen 

Fy = na^tf"-^ + (n — 1) (h^-'^ H 1- 2ö^-2y + 

Die Gombination derselben gibt die weitere Gleichung 

«liT-' + 2aay'-« + .. + («—!) a„-iy + no^ — 0, (2) 



'"""' 1 (1) 



durch welche sich die erste der Gleichungen (1) ersetzen lässt. Durch 
Elimination von y aus (2) und der zweiten Gleichung (1) erhält man 
eine Gleichung in xi 2)(ic) = 0, die Discriminante von F{x, y) = 
nach y, deren Wurzeln die a;-Ordinaten der gesuchten Punkte sind. 
Die Discriminante lässt sich leicht als Determinante von 2 (n — 1) 
Reihen anschreiben und man sieht dann unmittelbar, dass sie unter 
der Voraussetzung (A) vom Grade n{n — 1) in o; ist. Für unseren 

• 

Appel et Gonrsat, Theorie des fonct. alg. et de leurs int. S. 288 (1896). Aus- 
führliche Litteraturangaben finden sich in Brill und NOther, Bericht u. s. f. 
S. 367 ff. 
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Zweck ist indess eine andere Form von D{x) geeigneter^). Bezeichnet 
man wie früher die n Wurzeln y der Gleichung F{x, y) = mit 
Vu y%} ' '7 Vnt ^0 ist die Discriminante bis auf einen constanten Factor, 
den wir unterdrücken, dargestellt durch das Product 

(3) D{x) - (ry),. (F'y)^ . . (Ty),,. 

Dies Product ist nämlich erstens eine rationale Function von o;; 
denn es stellt sich als rationale und symmetrische Function der 
n Wurzeln yt rational in den Goefficienten a^, o^, . ., a« von F dar. 
Es ist zweitens eine ganze Function von rc; denn es wird für keinen 
endlichen Werth von x unendlich, weil nach Voraussetzung (B) für 
endliche x auch die n Wurzeln y,- endlich sind. Das Product auf 
der rechten Seite in (3) ist daher (bis auf einen constanten Factor) 
identisch mit der Discriminante D{x)j da es seiner Bildung nach für 
jedes gemeinsame Wurzelpaar {x, y) der beiden Gleichungen (1) und 
nur für diese yerschwindei 

Der Grad von D in o; ist die Ordnung, in welcher der Ausdruck 
(3) unendlich wird für a: «=* oo; es wird aber für o? = oo jeder Factor 
in der zweiten Gleichung (1) = oo"—^, folglich D = cx)»(""-*>. Dies 
gibt den Satz: 

(I) Der Grad der Discriminante D{x) oder die Zahl der 
Wurzeln von B{x) = ist gleich n{n — 1). 

Um zu sehen, in welcher Weise die «(n — 1) Wurzeln von 
2)(a;) »B den früher betrachteten Arten von kritischen Punkten ent- 
sprechen, hat man nach (3) das Verhalten von F'{if) und I){x) in 
diesen Punkten zu untersuchen. Hierzu genügt es, für jeden Fall die 
Glieder der niedersten Dimension von F{Xj y) anzuschreiben, aus 
denen sich durch Differentiation nach y die Glieder der niedersten 
Dimension von i^(y) ergeben. Der Kürze halber bezeichnen wir die 
im vorigen § unter Nr. 1, 2, 3 charakterisirten Punkte als singulare 
Punkte vom Charakter (A), (fi), (v, x) oder noch kürzer als Punkte 

1) Für einen singulären Punkt (a, h) vom Charakter (A) sind die 
in Betracht kommenden Glieder der niedersten Dimension 

in F(x, y)'.{x- a) F,, + ^ (y - i)' Fox , 



in Fy. ^^^ Fox (y-hy-K 



1) Riemann, Ges. W. S. 104 ff. 



I 
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Nun ist im Punkt (a, h) nach (6) § 4 für jeden der k gleichen 

1 

Werthe von y die Grösse y — b proportional mit (x — a)^, also jeder 

X—l 

der A zugehörigen Werthe von F'y proportional mit (x — a) ^ , folg- 
lich nach (3) D(x) proportional mit (x — ay~S d. h. 

(II) Einem singulären Punkte vom Charakter (A) ent- 
sprechen A — 1 Wurzeln, einem einfachen Verzweigungs- 
punkt 1. Art entspricht eine Wurzel von D(x) = 0. 

Man sagt daher auch, ein Punkt (A) oder ein A — 1-facher Ver- 
zweigungspunkt 1. Art zählt f ür A — 1 einfache Verzweigungspunkte 
1. Art. Dies wird geometrisch erläutert durch den Satz (V) § 2. 

2) Für einen singulären Punkt (a, h) vom Charakter (fi) ist das 
Glied niederster Dimension in F(x, y) 

^ [(y — 6) — «1 (i«^ — «)] • • • [(y — &) — s (^ — «)] • 

Nun ist im Punkte (a, h) nach (10) § 4 für jeden der ^ gleichen 
Werthe von y die Grösse y — h proportional mit x — a, also jeder 
der /x zugehörigen Werthe von F'y proportional mit (x — »)'*"" S 
folglich nach (3) D(x) proportional mit (x — ay^''^\ d. h. 

(III) Einem singulären Punkte vom Charakter (f^) ent- 
sprechen (i{ii — 1) Wurzeln, einem Doppelpunkt (^ s« 2) 
entsprechen zwei Wurzeln von D(x) = 0, 

Man sagt daher auch^ ein Punkt (fi) oder ein fi-facher Punkt 
1. Art mit getrennten Tangenten absorbirt f* (ft — 1) einfache Ver- 
zweigungspunkte 1. Art. Dies wird geometrisch erläutert durch den 
Satz (VI) § 2. 

3) Für einen singulären Punkt (a, b) vom Charakter (v, x) ist das 
Glied der niedersten Dimension in F(x, y) 

A[(ff-b)—cc,Xx-a)y^'- [(y—b)^a,^(x-a)Y- (i,,+..+i,,=i;).(4) 

Nun ist nach (11) § 4 im Punkte (a, b) für jeden der Vi dem 
i*^ Factor entsprechenden gleichen Werthe von y die Grösse y — b 

proportional mit x — a, dagegen die Grösse [(y — 6) — ocy. (x — a)]"» 

proportional mit (x — «)* , folglich jeder der zugehörigen Werthe 
von F\y) proportional mit [(y — 6) — a^,. (x — a)]"* ~ * (a; — a)""""* oder 

VVf — 1 

mit (x -— a) "* . Dem i**^ Factor in (4) entspricht also nach (3) in 
D(x) ein Factor (x — ay^*'~ , oder ihm entsprechen vi/,- — 1 Wurzeln 



48 Erster Absclmitt. [§ 5. 

Yon D{x) s» 0. Berücksichtigt man gleichzeitig alle Factoren in (4), 
so folgt: 

(lY) Einem singulären Punkte vom Charakter {y, x) ent- 
sprechen ^ {vvi — 1) -=» v* — X Wurzeln, einem Rückkehr- 

i 

punkt (x=l; v=2) entsprechen drei Wurzeln von D(x)=0. 

Beschränkt man sich auf das Vorkommen der Punkte (X) und 
(/x); so folgt die Gleichung 

(4a) n(n-l)=^^(X-l)-\-^(ii(i-l), 

WO die erste Summe sich auf alle Punkte (A); die zweite auf alle 
Punkte (/x) im Endlichen von T bezieht. Nun hatten wir in (7) 
§ 2 unter noch allgemeineren Voraussetzungen die Gleichung 

Vergleicht man dies mit (4a), so erhält man fCLr das Geschlecht p 
der Curve F(x, y) = den Werth: 

(5) p = |(„ _!)(„_ 2) -i2'ft(^-l), 

WO sich die Summe auf alle im Endlichen gelegenen, mehrfachen 
Punkte mit getrennten Tangenten bezieht. 

Kommen im Endlichen von T nur einfache Verzweigungspunkte 
und von Singularitäten nur Doppelpunkte vor und ist die Anzahl der 
ersteren o), die der letzteren r, so hat man die Gleichungen^): 

(6) » = n (n — 1) — 2r, p = ^(n — 1) (w — 2) — r. 

Aus der letzten Gleichung folgt, da p nicht negativ sein kann, 

— (n — 1) (n — 2) als Maximalzahl der Doppelpunkte, die eine Curve 

F(x, y) = vom Grade n haben kann, eine Zahl, die für reelle 
Curven durch bekannte Betrachtungen der analytischen Geometrie ab- 
geleitet wird. 



Um die Lage oder die Coordinaten*) {x, y) der kritischen 
Punkte zu bestimmen, fügen wir zu den Annahmen (A), (B), (C) 



1) Riemann, Ges. W. S. 105 und 107. 

2) Kronecker, Joum. für Math. Bd. 91. S. 301 ff. (1881), in VorleBungen 
bereite 1870/71. NOther, Math. Ann. Bd. 23. S. 327 ff. (1883). 
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S. 39 noch eine weitere Voraussetzung über die Form von F{Xy y) = 
hinzU; die gleichfalls keine Beschränkung ist, sondern sich durch die 
S. 39 angegebene Transformation stets gleichzeitig mit (B) und (G) 
herstellen lässt, nämlich die Voraussetzung: 

(D) Zwei Werthsysteme (o?, y), welche den beiden Gleichun- 
gen (1) genügen, sollen weder gleiches x^ noch gleiches y 
haben, 

oder geometrisch, es sollen nicht zwei kritische Punkte auf derselben 
Parallelen zur x- oder y-Axe liegen. 

Die a;-Ordinaien der gesuchten Punkte sind die Wurzeln der 
Gleichung I>{x) «= 0, Diese Gleichung lässt sich in zwei Theile zer- 
spalten, von welchen der erste Theil den Punkten vom Charakter (A), 
der andere den Punkten vom Charakter (ji) und (v, h) entspricht. 
Die Möglichkeit dieser Trennung beruht auf dem umstände, dass die 
Coordinaten der letzteren Punkte ausser den Gleichungen F{Xj y) = 
und F\y) = auch noch der Gleichung F\x) = genügen, die der 
ersteren aber nicht (S. 41 ff., Nr. 1, 2, 3). Wir untersuchen zunächst 
die gemeinsamen Wurzelpaare von F(x, y) = und F'^x) = 0. Die 
[Elimination von y aus diesen Gleichungen führt auf eine Gleichung 
Di{x) = 0, die sich in Determinantenform leicht anschreiben lässt. 
[Ebenso wie der Discriminante D{x) gibt man auch der Resultante 
Di{x) zweckmässig eine andere Form. Sind wieder y^, y^, . ., y» die 
n Wurzeln y von F{Xy y) == und bezeichnet {Fx\^ den Werth von 
F'{x)j gebildet für y = y,-, so ist aus den nämlichen Gründen wie 

früher 

I),{x) = {rx\^ {Fx)y^ . . . (Fx\^. (7) 

Der Grad von D^ix) ist wie bei I)(x) gleich n(n — 1). Für das 
Verhalten von D^{x) in den kritischen Punkten dagegen gilt Fol- 
gendes: 

1) In einem singulären Punkt (a, b) vom Charakter (A) ist für jeden 
der A gleichen Werthe von y die Grösse y — 6 proportional mit 

(x — aY] jeder der k zugehörigen Werthe von {F'x)y aber ist 
= -FjQ, d. h. endlich; folglich ist auch Di(a;) für x = a endlich 
und von verschieden, d. h. x = a ist keine Wurzel von 
B^ix) = 0. 

2) In einem singulären Punkt (a, 6) vom Charakter (jC) ist für jeden 
der fi gleichen Werthe von y die Grösse y — 6 proportional mit 
X — a und jeder der fi zugehörigen Werthe von {F'x)y propor- 
tional mit {x — a)'*""^; folglich ist für a; = a Di{x) proportional 

Stahl, Abel'iehe Functionen. 4 
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mit (x — ay^''^\ d. h. a; = a ist eine (i((i — 1)- fache Wurzel 
von Di(x) = 0. 

3) Für einen singulären Punkt (a, h) vom Charakter {v, x) zeigt 
man durch dieselben Schlüsse, wie früher für D(x) = Oj dass a: = a 
auch für Di(x) = eine v^ — x- fache Wurzel ist. 

Das Verhalten von Di{x) und von D{x) ist hiemach für die sin- 
gulären Punkte vom Charakter (A) ein verschiedenes, für die Punkte 
vom Charakter (fi) oder (y, x) aber das gleiche, wie dies schon aus 
den analytischen Bedingungen (5 und 7 § 4) für diese Punkte folgt, 
die für die ersteren Punkte unsymmetrisch, für die letzteren aber 
symmetrisch in Bezug auf x und y sind. 

Diese Untersuchung dient nun zur Trennung der kritischen Punkte 
in folgender Weise: 

Die rc-Ordinaten der Punkte vom Charakter (ji) oder 
(v, x) sind die gemeinsamen Wurzeln von D{x) = und 
Di(a;)e=0; sie treten in beiden Gleichungen in gleicher 
Ordnung auf. 

Um sie zu erhalten suche man durch Division den gemeinsamen 
Factor 2(x) von JD(x) und Di(rc), der sich auf die Form bringen 

lässt &(x) = X^Xj* . . X^, wo in XJ die i-fachen Factoren von S(fl?) 
zusammengefasst sind, und bilde durch Aufsuchen des grossten ge- 
meinsamen Theilers von &(x) und , den Ausdruck &^{x) = X^ X^..X^. 

Dann entsprechen die Wurzeln der Gleichung &i(x) = 0, die nach 
Voraussetzung (D) S. 49 sämmtlich verschieden sind, eindeutig den 
verschiedenen Punkten (ft) und (y, x). 

Die :r-Ordinaten der Punkte vom Charakter (A) sind 
die Wurzeln von D(x) = 0, welche nicht der Gleichung 
D^(x) = genügen. 

Sucht man daher den Quotienten D(x) :&{x) = L(x) und bringt 

denselben auf die Form L{pc)^=SiS^ •• Äa, wo wieder in Ä* die 
i-£achen Factoren von L{x) zusammengefasst sind und bildet aus 
L{x) den Ausdruck ii(a?) «= ÄiÄ^ • • Say so entsprechen die Wurzeln 
der Gleichung Li{x) = 0, die wieder nach Voraussetzung (D) sämmt- 
lich verschieden sind, eindeutig den verschiedenen Punkten (A). 

Aus dieser Betrachtung folgt zugleich, dass sich ebenso, wie 
D{x) und I)^{x) auch S(ic), Si(ic), L{x\ L^{x) auf rationalem Wege 
aus F{Xf y) "= bilden lassen und dass die Coefficienten dieser 
Functionen rationale Functionen der Coefficienten von F(x^ y) sind. 
Damit hat man den Satz: 
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(Y) Die singulären Punkte (A) entsprechen eindeutig den 
Wurzeln von Zi(a;) = 0, die singulären Punkte (ft) und (v,x) 
eindeutig den Wurzeln von 2i(x) = 0, Die Functionen 
L^{x) und &i(x) ergeben sich durch rationale Operationen 
aus jF(rc, y) = und ihre Coefficienten sind rationale Func- 
tionen der Coefficienten von F(Xf y) =0. 

Es bleiben noch die y-Ordinaten der betrachteten kritischen 
Punkte zu bestimmen. 

Die Punkte (ft) und {y, x) sind Werthepaare {x, y), die gleich- 
zeitig den drei Gleichungen F{Xy y) = 0, F\y) == 0, F'{x) = ge- 
nügen. Macht man F{x^ y) = homogen durch die Substitution 
X : z und y : für x und y^ so treten an Stelle dieser Gleichungen 
die folgenden 

F'(^) = o, r{3,)^o, r{z) = o. (8) 

Die Elimination von y fahrt auf die beiden Gleichungen D l—j = 

und Dj l—j = und weiter auf die Gleichung S^ l—j = 0, deren 

Wurzeln eindeutig den Punkten (fi) und (v, x) entsprechen. Auf 
demselben Wege wie £j «» erhält man aus (8) durch Elimination 

von X eine Gleichung SÄj ( — j ««= und durch Elimination von eine 

Gleichung 9li ( — ) = 0. Diese Gleichungen sind von demselben Grade 

wie Sj = und ihre Wurzeln entsprechen eindeutig den Punkten (/x) 
und (v, x), also auch eindeutig den Wurzeln von Sj = 0. Hieraus 
folgt, wenn man wieder 0=^1 setzt, dass die Gleichungen SR^ (y) = 

und 9li \~] = 0, falls man in die letztere für x eine bestimmte 

Wurzel Xi von Si(a?) = einsetzt, nur eine Wurzel y gemein haben, 
nämlich den einen nach Voraussetzung (D) zu Xt gehörigen Werth yt. 
Der gemeinsame Factor beider Gleichungen ist also ein linearer Aus- 
druck in y^ der^ gleich gesetzt, yt rational in Xi darstellt. Hiermit 
ist die y- Ordinate eines der Punkte (ft) oder (v, x) rational durch die 
zugehörige rr- Ordinate ausgedrückt. 

Die Pxmkte (A) sind Werthepaare (rc, y), welche F(x, y) = 
und F'(j/) = 0, aber nicht F'(x) = genügen. Macht man die bei- 
den ersten Gleichungen homogen in x, y, und eliminirt y, dann Xy 
dann und setzt wieder ;ef = 1, so erhält man drei Gleichungen bez. 

in X. y und — . Beducirt man dieselben auf einfache Wurzeln und 
scheidet durch Division bez. mit &i{x)f 3Äi(y), ^i\-) ^i® ^^^ 

4* 
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Punkten (f^) und (i/, x) entsprechenden Wurzeln ab^ so erhalt man 

drei Gleichungen L^{x)'^0, j!lfi(y) = 0, Nil—j'^Oy deren Grad der 

gleiche und deren Wurzeln eindeutig den Punkten (A) entsprechen. 
Die erste derselben ist die früher gefundene Gleichung L^ {x) = 0. 
Die beiden anderen haben fQr jede Wurzel a? = Xf von Li(x) «= 
eine Wurzel y gemein^ nämlich den nach Voraussetzung (D) zu Xt 
gehörigen Werth tfi. Daher dr&ckt sich auch die y-Ordinate eines 
Punktes (A) rational durch die zugehörige rr- Ordinate aus. Dies gibt 
den Satz: 

(VI) Die y-Ordinate eines jeden Punktes (A) oder (ft) oder 
(y, k) drückt sich rational durch die zugehörige x-Ot- 
dinate aus. 

Hieraus folgt unmittelbar: 

(VII) Die rationalen und symmetrischen Functionen der 
Coordinaten der Punkte (A), (fi), {v, x) drücken sich ratio- 
nal aus durch die Goefficienten der Gleichung F(Xy y) = 0. 

Denn die genannten Functionen lassen sich nach Satz VI als 
rationale Functionen der Ordinaten Xt der betreffenden Punkte allein 
darstellen und folglich mit Hülfe der Gleichungen 2i(a?) = und 
Li {x) =» auch als rationale Functionen der Goefficienten von F(Xy y). 

§ 6. Die in der Verzweigungsfl&ohe eindeutigen und regulären 

Functionen. ^) 

Wir schliessen dies Kapitel mit der Herleitung eines für die 
späteren Untersuchungen fundamentalen Satzes. Zum leichteren 
Verständniss desselben sei an den entsprechenden Satz erinnert ^ der 
sich auf eine complexe Variable z in der im unendlichen geschlossenen 
jgr- Ebene bezieht. 

Nennt man eine eindeutige Function von e regulär, wenn sie in 
der jE^-Ebene nur in einer endlichen Zahl Yon Punkten und in jedem 
derselben nur in endlicher Ordnung oo wird, so gelten bekanntlich 
die Sätze: 

Jede in der jei-Ebene eindeutige und reguläre Function des 
Ortes ist eine rationale Function von a und, wenn sie in keinem 
Punkt oo wird, eine Gonstante; und umgekehrt: 



1) Riemann, Ges. W. S. 101. Prym, Journ. für Math. Bd. 88. S. 251 ff. 

(1877). 
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Eine rationale Function der complexen Yariabeln z^ also eine 
Function von der Form M(z) : N(js), wo M und N ganze rationale 
Functionen in sind, ist eine in der ;8^- Ebene eindeutige und regu- 
läre Function des Ortes. 

Entsprechende Sätze gelten nun für Functionen von zwei durch 
eine Gleichung F(Xj y) = verbundene Variabein. Man nennt eine 
Function von x eindeutig in der zu y gehörigen Verzweigungs- 
fläche T (nach Riemann auch verzweigt wie T), wenn alle in der 
Fläche von einem Punkt zu einem andern führenden Wege, die nicht 
durch einen kritischen Punkt hindurchgehen, von demselben Anfangs- 
werth zu demselben Endwerth der Function führen. Man nennt femer 
eine in T eindeutige Function von x regulär in T, wenn sie nur 
in einer endlichen Zahl von Punkten in T und in jedem derselben 
nur in endlicher Ordnung cx) wird. Wir halten ferner die Voraus- 
setzungen (A), (B), (C) des § 4 (S. 39) fest, ebenso die in § 2 S. 24 
gegebene Definition der unendlich kleinen Grössen, nach welcher in 
einem Punkt (a, b) von T, der kein Verzweigungspunkt ist, die 

Grösse x — a, dagegen in einem A — 1-fachen Verzweigungspunkt 

1 

(a, b) die Grösse (x — ay und in jedem der n Punkte (a? = 00, y = cx)) 
der Fläche T die Grösse x~^ als unendlich klein von der ersten Ord- 
nung gilt. Wir rechnen femer einen Punkt, in dem eine Function 
= ooP oder = 0^ wird, bez. für p cx)* oder p 0^ Punkte der Function. 
Alsdann lautet der erste Satz: 

(I) Ist F(x,y) = eine irreducible Gleichung, so ist jede 
in der zugehörigen Verzweigungsfläche T von y eindeu- 
tige und reguläre Function rj eine rationale Function der 
beiden Variabein (x, y).^) 

Es wird vorausgesetzt^ dass die Function rj verzweigt sei wie T, 
dass sie also in jedem Punkt (x =^ a, y = 6), der kein Verzweigungs- 
punkt ist, nach ganzen Potenzen von x — a, in einem A — 1- fachen 

Verzweigungspunkt {x = a, y ^'b) dagegen nach ganzen Potenzen 

1 

von (x — ay entwickelbar sei, femer, dass diese Entwicklung, wenn 

1) Eine in der £;- Ebene eindeutige und reguläre Function von z ist bekannt- 
lich eine ganze rationale Function von z^ wenn sie nur in dem Punkte 2r » 00 
unendlich wird. Damit die Function 7} eine ganze rationale Function von (o;, y) 
sei oder sich mit Hilfe von F{x, y) = in. eine solche Function verwandeln lasse, 
ist nothwendig, dass sie nur im Punkt (o; =» 00, y ^= od) unendlich wird; diese 
Bedingung ist aber nicht hinreichend, wenn F{x^ y) =s singulare Punkte hat 
(B. § 8). 
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die Function ij im Punkte a; = a von der p*^ Ordnung cx) ist, im 



— p 



ersten Falle mit (x — a)""''^ im zweiten Falle mit (x — a)^ als 
niederster Potenz beginne. Weiter ist anzunehmen, dass in einem 
Punkte (a, b), in dem sich zwei oder mehr Blätter berühren, 
ohne zusammenzuhängen (s. S. 20), der Werth der Function ij für 
jedes dieser Blätter ein anderer sein kann, dass er z. B. auch für 
einige dieser Blätter endlich, für andere oo sein kann. Dasselbe ist 
auch vorläufig für die Punkte (a; =• oo, y = od) der Fläche, in denen 
sich die n Blätter berühren, anzunehmen, obwohl der folgende Beweis 
und der analytische Ausdruck der Function zeigen wird, dass für 
die Punkte (ic = cx), y = cx)) die Function in allen Blättern gleich- 
zeitig entweder oder endlich oder oo ist. 

Es seien hiemach die oo Punkte der Function ri und die zu- 
gehörigen Ordnungszahlen gegeben in folgender Weise. 

In einem Punkte (x = a,-, y = 6,) ohne Verzweigung sei für das 
zugehörige Blatt 

(1) ij^oo"' ^ (i=.l, 2, .., p). 

In einem (A* — l)-fachen Verzweigungspunkte (x == cck, y = ßk) 
sei für die A« zusammenhängenden Blätter 

(2) ij = oo^* (Ä=l, 2, .., ö). 
Im Punkt (a; = oo, y «= oo) sei für das P^ Blatt 

(3) ' I? = oo*"' (l = ;., . ., n). 

Bezüglich der Zahlen r^, . ., r» nehmen wir an, dass dieselben 
ebensowohl 0, wie + ganze Zahlen sein können, so dass die Ge- 
sammtordnung r des oowerdens in dem Punkte (a; = oo, y = oo), 
bestimmt ist durch r = r^ + • • + ^n- 

Der Beweis des Satzes I zerfällt inzweiTheile. Zuerst zeigt 
man, dass die Function i^, wenn sie in v Punkten der Fläche T je = oo^ 

wird, die Wurzel einer Gleichung ®(i?, x) = ist, die in rj rational 
und ganz vom w'*°, in x rational und ganz vom i/**° Grade ist. 
Sind nämlich 

die n Functions werthe, die rj für denselben Werth von x annimmt 
und ist i eine beliebige, von x ud abhängige Grösse, so ist die 
Function 
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P-(5-%)(l-%).-..(S-i?.) (5) 

eine rationale, gebrochene Function von x. Sie ist nämlich erstens 
eine eindeutige Function von x. Denn das Umkreisen eines beliebigen 
Punktes der a;-Ebene führt die Function P auf ihren früheren Werth 
zurück; da die Werthe i]^, . ., ijn entweder ungeändert bleiben oder 
nur eine Yertauschung erfahren, bei der P ungeändert bleibt. Sie 
wird zweitens in der rc-Ebene nach den obigen Festsetzungen nur in 
einer endlichen Zahl von Punkten und in jedem derselben nur in end- 
licher Ordnung cx). 

Aus der gebrochenen , rationalen Function P von x leitet man 
eine ganze, rationale Function von x ab durch Multiplication mit 
einem passenden Factor, der sich aus dem Verhalten von P in den 
obigen Punkten folgendermassen bestimmt. 

Zunächst ist nach (1) in dem Punkte (a? = a/, y = 6»); ^^^^^ Vi 
der' zugehörige, unendlich werdende Zweig ist, $ — rii proportional mit 

{x — üi) • oder es bleibt (5 — ij») (x — a,) » endlich; folglich wird 
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P{x — «i) . . . .{x — a^) 

in keinem der q Punkte (o^, ij), . •, (a^, b^) unendlich. 

Ferner sind nach (2) in dem (A* -- 1)- fachen Verzweigungspunkt 
{aicf ßk), wenn 17^, . ., rjxj^ die in ihm zusammenhängenden Zweigte der 

Function tj sind, die Werthe 5 — - iji, . ., § — rji^ proportional mit 
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{x — Uk) ^* , oder es bleibt (5 — ^1) . • • • (5 — %) (^ — «*) * endlich 
in dem Punkte («*, /J*; folglich wird 

P(X — «i) * (X — CCa)^^ 

in keinem der Punkte (a^, /JJ, . ., (cca, ßa) unendlich. 

Endlich ist nach (3) in dem Punkte (a; ■= cx>, y = cx)) des 
P^ Blattes, wenn rji der zu demselben gehörige Zweig von iy ist, der 

Werth 5 — iji proportional mit x ' oder es bleibt (5 — Vi) x ' end- 
lich in dem betrachteten Punkte (a; =: 00, y «s cx>); folglich ist 

p — (»•i+'-aH — hr») 

endUch für alle Punkte (a? = 00, y = 06), 

Fasst man diese Betrachtungen zusammen, so ergibt sich, dass 
die folgende Function 

A= (S — ^1). • "{i—Vn) (x—aif\ .. .(x — agf^ (o; — «i/*. .. .(x—Ua)^" (6) 
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eine rationale Function von x ist, die für keinen endlichen Wertli 
von X cx> wird und die für a? = oo selber oo ist in der Ordnung 



Q a n 



(7) 

Daher ist P^ eine ganze, rationale Function der Variabein x vom 
Grade v (7). Zugleich aber ist P^ eine ganze, rationale Function in 
g vom Grade «, die für die Werthe 5 = ^i, ^g, . ., ^» ^'id f^r keinen 
andern Werth verschwindet. Bezeichnet man diese Function P^ mit 



" V. 



<I>(S, x), SO ist offenbar die Function ij die Wurzel der Gleichung 

(8) 0^ (^, :J) = 6o^" + ^i^**"' H 1- ^»-1^ + 6„ = 0, 

wo die Coefficienten 6q, ft^, . ., 6» ganze, rationale Functionen in x 
sind, von denen wenigstens einer den Grad v erreicht. Der Coefficient 

6o = (rc — aj \ . . . (a: — ^q)^ ip — a^) \ . . . (a; — cca)^ 

n 

ist bei unseren Voraussetzungen (1, 2, 3) nur vom Grade v — ^. r^. 

Die algebraische Gleichung (8) ist entweder selber unzerfällbar, 

oder eine Potenz einer unzerfällbaren Gleichung. Denn, wäre ®(ij, oc) 
das Product von zwei oder mehreren verschiedenen, unzerfäll> 

n' v' n" y" 

baren Factoren, also etwa ™ ®i(^, x) - Q^iV) ^)? so wäre <2^i(ij, x) 
gleich für einen Theil der Wurzeln (4), nämlich für iJi = 9i(a?), . ., 
rj^' =: q)n'(x)j also <l>i(i?, a?) eine Function von a;, die in einem Theil 
der Fläche T verschwindet. Da aber T zusammenhängend ist und 
®i iVf ^) ^^s Function von x sich durch Reihenentwicklung über den 
ganzen übrigen Theil von T fortsetzen lässt, so folgt, dass (b^ (ij, x) 
in der ganzen Fläche T gleich sein muss. Dasselbe würde von 
^2 {v> ^) gelten. Die zwei unzerfällbaren Functionen O^ (ly, x) und 
<l>5j(i^, x) würden also für eine unendliche Zahl von Werthepaaren 
{Vy ^) gleichzeitig verschwinden. Dies ist nur möglich, wenn die eine 
durch Multiplication mit einer Gonstanten aus der anderen erhalten 
wird. (q. e. d.) Wir setzen im Folgenden die Function i] von der Be- 
schaffenheit voraus, dass die Gleichung O (i]j a?) «=» unzerfällbar ist. 
Die vorstehenden Betrachtungen führen nun zweitens zu dem 
Nachweis, dass die Function i] eine rationale Function der 
beiden durch die Gleichung jP(a;, y)==0 verbundenen Grössen 
(x, y) ist^. 

1) Vgl. Briot, Theorie des fonct. Abel. S. 173 ff. (1879). 
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Die einem Punkt x entsprechenden Werthe von y und ri seien 
wie früher y^, . ., y« und ly^, . ., iy«; die Werthe y^, . ., y„ sind alle 
verschieden, wenn x nicht in einen der kritischen Punkte fällt. 
Femer sind die Werthe ri^^ ,,, tjn den Werthen y^, . .^ y» eindeutig 
zugeordnet^ da die Function i^ in der Fläche T eine eindeutige Func- 
tion des Ortes sein sollte. Diese Zuordnung sei derart, dass in einem 
beliebig gewählten regulären Punkte rji und y^ einander entsprechen. 
Dami zeigt eine der obigen analoge Betrachtung, dass die n aus den 
f/i und rii gebildeten, symmetrischen Functionen 

Vi +% H h fln = iJo; 



^.n— 1 I n — 1 I I « — 1 



(9) 



rationale, gebrochene Functionen der Yariabeln x allein sind. Dabei 
können die Ri nicht alle identisch sein, weil sonst für alle Werthe 
von X entweder die rii sämmtlich oder von den Werthen yj, . ., y» 
zwei oder mehr einander gleich wären. Multiplicirt man die Glei- 
chungen (9) bez. mit -4.»— i, -4„— 2; • •, Äi, 1, und bestimmt diese 
Grössen so, dass bei der Addition die Coefficienten von r^^, %; • •; Vn 
gleich werden, so hat man die Gleichungen: 



yr' + Ä^yr' + • ■ + A-i = 0, 
yS"^ -f Aiyl~* H 1- Än-i = 0, 



if 1 



(10) 



(11) 



yn " + Aiyn H (- Än-l « 0, 

und weiter zur Bestimmung von % die Gleichung: 

^1 (yi"^ + ^ly""* H h ^n-i) 

= Bn— i + ^iB«_j + • • + -4»_iBo. 
Die Gleichungen (10) lehren, dass die Grössen 1, Ai, A^^ . ., An—i 
proportional sind den Coefficienten derjenigen Gleichung vom n — l***' 
Grade, deren Wurzeln y^, yj, . ., yn sind. Diese Gleichung ergibt sich, 
indem man die linke Seite von 

H^, y) = «oy" + «ly**-^ H h ««-ly + »n « o 

durch y — y^ dividirt; man erhält 

Daher ist 

. «02/1 + «i 
^^ — — 



^»-1 = 






+ ••+«„_ 



Ci 



(12) 
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d. h. die Grössen A^,.,yAn—i sind rationale Functionen in x und y^. 
Trägt man diese Werthe in die Gleichung (11) ein, so stellt sich 
auch 9/i als rationale Function von x und y^ dar. Da ntfn y^ einen 
beliebigen Werth von y und r^^ den entsprechenden Werth von ij be- 
zeichnet, so folgt, dass die Function ri eine rationale Function von 
ix, y) ist, die nach (11) und (12) die Form erhält: 



naoy"-^ + (n - 1) a,y"-^ + • • + a„«i 



wo also der Nenner grade die Function F* (y) ist. Man kann dem 
Ausdruck (13) leicht noch eine andere Form geben, in der an Stelle 
des Nenners Fy die Discriminante D{x) von F{Xy y) nach y tritt, 
während der Zähler von derselben Form in Bezug auf x und y ist 
wie in (13). 

An den Satz I schliessen sich noch zwei wichtige Zusätze an 
nämlich: 

(la) Eine in T eindeutige und reguläre Function oder auch 
eine rationale Function der Variabein (a?, y), die in keinem 
Punkte in T oo wird, ist eine Constante. 

Denn wird die in (I) betrachtete Function ij in keinem Funkte 
von T oo, so ist in (8) v = und folglich ist ri eine Constante. (q.e.d.) 

(Ib) Zwei in T eindeutige und reguläre Functionen oder 
auch zwei rationale Functionen der Variabein (a;, y), 
welche in den nämlichen Punkten und in jedem derselben 
von der nämlichen Ordnung und oo werden, können sich 
nur um einen constanten Factor unters.cheiden. 

Denn der Quotient von zwei solchen Functionen ist eine rationale 
Function von (x, y), die in keinem Punkte von T oo wird, d. h. nach 
(la), er ist eine Constante. 

Ein zweiter Satz, die ümkehrung von (I), gibt eine erste Eigen- 
schaft der rationalen Functionen von (x, y) an, nämlich: 

(II) Eine rationale Function der beiden durch die irredu- 
cible Gleichung F{x,y) = verbundenen Variabein (o;, y), 
also eine Function von der Form 

^^^J ^ N{x,y)^ 

wo M und N ganze, rationale Functionen von (a;, y) sind, 
ist eine in der Verzweigungsfläche T eindeutige und re- 
guläre Function des Ortes. 
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Wir geben hier nur einen kurzen Beweis dieses Satzes und ver- 
weisen zur Ergänzung auf die ausfOhrliche Untersuchung der ratio- 
nalen Functionen von (Xj y), ihrer 0- und oo-Punkte und ihrer Bildung 
aus denselben im zweiten Abschnitt. 

Es ist nachzuweisen^ dass die Function i; (14) eindeutig in T ist 
und dass sie in T nur in einer endlichen Anzahl von Punkten und in 
jedem derselben nur in endlicher Ordnung oo wird. 

Sind zunächst y,, yk zwei demselben x zugehörige Werthe von 
y und rji, r^k die entsprechenden Werthe von ri, und führt man 
(Xy y) auf irgend einem Wege vom Punkt (o?, yi) zum Punkt 
(x, yjk), so muss auf demselben Wege ij,- in tjk übergehen, weil nach 
(14) jedem Werthepaar (x, y) nur ein Werth von ij entspricht. Lässt 
man den Punkt (a;, y) verschiedenartige Punkte der Fläche T um- 
kreisen^ so finden für die ?^ -Werthe dieselben Gruppirungen statt, 
wie für die y-Werthe. Betrachtet man ri (durch Vermittelung von 
F{Xy y) =«= 0) als Function von x und construirt die Verzweigungs- 
fiäche T dieser Function i^, so hat T dieselben Verzweigungspunkte 
und Yerzweigungsschnitte mit demselben Zusammenhang der Blätter, 
wie die Verzweigungsfläche T von y. Daher nennt Biemann die Ge- 
sammtheit der rationalen Functionen von (Xj y) ein System gleich- 
verzweigter Functionen. 

Ist femer (a? = a, y «= 6) kein Verzweigungspunkt in T, so hat 
in der Umgebung desselben für das dem Punkt zugehörige Blatt von 
T die Function y und jede ganzzahlige Potenz von y eine Entwick- 
lung nach ganzen, positiven Potenzen von x — a, also eine Ent- 
wicklung von demselben Charakter wie y. Dasselbe gilt von dem 
Zähler M und dem Nenner N, also auch von der Function rj (14), 
wenn N in dem Punkt (a, h) von verschieden ist. Verschwindet 
aber N in (a, 6), so geschieht dies stets in endlicher Ordnung 
und folglich wird auch die Function iy in (a, fc) nur in endlicher 
Ordnung cx). Ist (a, 6) ein A — 1-facher Verzweigungspunkt, so 
treten an Stelle der vorigen Entwicklungen von y, M, N und f} wie- 
der solche von gleichem Charakter, nämlich solche, die nach Potenzen 

1 

von {x — ay fortschreiten. Auch hier ist rj entweder endlich oder 
nur in endlicher Ordnung cx). Für die Punkte (a; =» cx), y = cx>) in T 
haben M, N und iy ebenfalls Entwicklungen von demselben Charakter 
wie y, d. h. nach ganzen Potenzen von X] auch in ihnen wird die 
Function iy, wenn sie nicht oder endlich ist, nur in endlicher Ord- 
nung oo. 



Zweiter Abschnitt. 
Die rationalen Fnnctionen yon (x, y). 

In § 6 wurde durch BetrachtuDgen^ die der Functionentlieorie an- 
gehöreU; gezeigt, dass unter Voraussetzung der irreduciblen Gleichung 
F{Xy j/) = eine in der Verzweigungsfläche T von y eindeutige und 
reguläre Function identisch ist mit einer rationalen Function der bei- 
den Variabein {x, y) 

(1) Mix, y) : Nix, y), 

WO M und N ganze, rationale Functionen sind. 

Es sollen jetzt unter Voraussetzung der Gleichung F(x, y) = 
direct die Eigenschaften einer rationalen Function der Form 
(1) und ihre Bildung aus gewissen Elementen untersucht wer- 
den. Dieser Stoff ist in folgender Weise gegliedert: 

§7—9 enthält die Untersuchung der Nullpunkte einer ganzen, 
rationalen Function von (a?, y) und der Kriterien fiir eine ganze, 
rationale Function; 

§ 10 und 11 die Untersuchung der Null- und Unendlichkeits- 
punkte einer gebrochenen, rationalen Function von {Xy y) und der 
Abhängigkeit dieser Punkte von einander; 

§ 12 und 13 gibt die Bildungsweise der rationalen Functionen 
von (x, y) aus gewissen Elementen und die Abhängigkeit dieser 
Elemente von einander. 

Wir schicken noch folgende Bemerkungen voraus. Die Unter- 
suchung ist an sich rein algebraisch. Um aber den algebraischen 
Processen und Resultaten eine kurze Fassung zu geben, benutzen wir 
die in § 4 erwähnte geometrische Ausdrucksweise, nach welcher 
F(Xj y) = eine algebraische Curve vom Grade n und vom Ge- 
schlecht p ist und den 0^ und oo^ Punkten einer Function (1) die 
Schnittpunkte von F{x, y) *= mit den Curven M(Xy y) = und 
N(x, t/) = entsprechen, zu denen noch der Punkt (a; = oo, y= oo) 
treten kann. 
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Da femer die Untersuchung der rationalen Functionen von (a;, y) 
unter allgemeinen Voraussetzungen eine grössere^ die üebersicht er- 
schwerende Ausdehnung erfordern würde^ so lassen wir hier und im 
Folgenden Beschränkungen eintreten^ nämlich im Bezug auf 
JP(a?, y) = die, dass nur einfache Yerzweigungspunkte und 
von singulären Punkten im EndUchen nur die einfachsten, nämlich 
Doppelpunkte auftreten und in Bezug auf die Functionen M und N 
die, dass ihr Verhalten in diesen Punkten von besonders einfacher, 
noch näher zu bestimmender Art sei. Doch soll die Untersuchung 
unter diesen beschränkenden Voraussetzaogen so geführt werden, dass 
eine Verallgemeinerung der Voraussetzungen den Gedankengang un- 
geändert lässt und nur ein tieferes Eingehen auf die singulären Punkte 
von F{Xj y) «=■ und das Verhalten von M und N in denselben er- 
fordert. 

§ 7. Die Nullpunkte der ganzen, rationalen Fnnotion. 

Wir halten bez. F(x, y) = die früheren Voraussetzungen (A), 
(B), (C) S. 39 fest und beginnen mit der Untersuchung der Null- 
punkte einer ganzen, rationalen Function N(x, y). Dieselbe sei vom 
Grade r, d. h. so beschaffen^ dass für jedes Glied x^i^ die Dimension 
i -j- Ä ^ 1/ sei. 

Zur Vereinfachung der Beweise sei die weitere Voraussetzung 
hinzugefügt, 

(E) dass zwei endliche und verschiedene, gemeinsame 
Werthepaare von jF(a?, y)=0 und N{x,y)^^0 weder gleiches 
X noch gleiches y besitzen, 

oder geometrisch, dass von den Schnittpunkten der beiden Curven 
F= und .N"™ nicht zwei auf einer zur x- oder j/-Axe parallelen 
Linie liegen. 

Diese Voraussetzung (E) ist keine wesentliche Beschränkimg, 
sondern lässt sich gleichzeitig mit (A, B, C) durch eine lineare Trans- 
formation der in § 4 angegebenen Art erfüllen. 

Es gilt nun der folgende Satz: 

(I) Die Zahl der 0^ Punkte einer rationalen Function ^(ic,y) 
vom Grade v in der durch F{Xj y) =^0 bestimmten Ver- 
zweigungsfläche T ist =wi/, 

oder die Zahl der gemeinsamen Punkte der Curve F=0 
vom Grade n und der Curve N^=»0 vom Grade v ist «wi/^); 
die Coordinaten dieser Punkte sind alle endlich. 

1) Bäzout, Mäm. Acad. Paris. 1764. S. 288 ff. 
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Dabei wird, wie immer, ein Oi'-Pmikt för jp O^-Punkte ge- 
rechnet. 

Um die Zahl der gemeinsamen Punkte der beiden Gurven 

F{Xy y) = a^tf" + «1 JT""* H h an-iy + «n = 0, 

< 

zu bestimmen, hat man die Resultante X von jF=0 und ^=0 
nach y zu bilden, was in ähnlicher Weise geschieht, wie im § 4 die 
Bildung der Discriminante von 1^=» nach y. Sind wieder y^y^j •'^yn, 
die n Wurzeln von F{Xy y) = in Bezug auf y, so hat man, ab- 
gesehen von einem constanten Factor, 

(2) X - N{x, y,) N{x, y,) . . N(x, yn). 

Denn dies Product ist erstens eine rationale Function von x allein, 
weil es sich als rationale und symmetrische Function der n Wurzeln 
yi rational in den Coefficienten a^, äj, . ., a» der ersten Gleichung (1) 
darstellt; und es ist zweitens eine ganze Function von x^ da es für 
keinen endlichen Werth von x unendlich wird, weil nach Voraus- 
setzung (B) S. 39 für endliche Werthe von x auch die n Werthe y,- 
endlich sind. Da ausserdem das Product (2) für jeden gemeinsamen 
Punkt von J?" = und N= und nur für solche Punkte verschwindet, 
so ist es identisch mit der Resultante dieser beiden Gleichungen 
nach y. Die Zahl der gemeinsamen Punkte von F=Ö und ^ = 
ist der Grad von X in a; oder die Ordnung, in der X oo wird für 
ic = oo. Es wird aber fär a; = c» jeder Factor in (2) = oo*', also 
X = ,oo'**, womit der obige Satz bewiesen ist. 

Die Zahl der 0^ Punkte einer ganzen, rationalen Function ist 
hiemach ebenso gross, wie die der cx)^ Punkte, da J?" in jedem der 
n Punkte (a: = cx), y = oo) gleich oo^ wird. 

Aus (I) folgt weiter der Satz^): 

(II) Eine gebrochene, rationale Function M(x, y) : N(x^ y) 
wird in ebenso viel Punkten in der Fläche T oder auf der 
Curve jP(ir,.y)«=0 null wie unendlich in der ersten Ord- 
nung; die Zahl dieser Punkte heisst die Ordnung der 
rationalen Function M:N. 

Es sei, wie F(x, y) vom w*®°, in gleicher Weise M(x, y) vom 
^ten^ ^(aj, y) vom v^"^ Grade, so dass nach (I) die Anzahl der 0^ Punkte 
von M auf jF=0 gleich nft, die von N auf jP==sO gleich nv ist. 
Ist nun fi = V, so ist die Zahl der cx>^ und der 0^ Punkte der Func- 

1) Ein zweiter Beweis dieses Satzes findet sich § 14, Satz Y. 
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tion M : N gleich Wft und diese Punkte liegen im Endlichen auf 
jp a= 0. Ist ft > Vj so wird Jf : ^ = 0^ in den nft Nullpunkten von 
M und = oo^ in den nv Nullpunkten von Nj ausserdem aber 
= ocy*— " in jedem der n Punkte (rc =« oo, y = oo) auf 1^= 0, d. h. 
im Ganzen = oo* ebenfalls in Wfi Punkten. Ist (i <v, so wird 
MiN'^oo^ in den nv Nullpunkten von N und = 0^ iu den Wft 
Nullpunkten von Jf, ausserdem aber = 0""^ in jedem der n Punkte 
(o; = cx), y = cx)) auf F =0, d. h. im Ganzen = 0^ ebenfalls in nv 
Punkten. Es ist also in allen Fällen die Zahl der oo^ und der 
0^ Punkte von M : N endlich und gleich gross. Fallen einige der 
0^ Punkte von M mit 0^ Punkten von N zusammen, so ist die Ord- 
nung von M: N nicht mehr die eben bestimmte, sondern um die 
Zahl dieser zusammenfallenden 0^ Punkte von M und N geringer. 
Auch die Zahl der Punkte auf F «= 0, ^n welchen M : N einen be- 
stimmten Werth Ä annimmt, ist gleich der Zahl der 0^ oder oo* 
Punkte, wie sich leicht durch Betrachtung der Function (M — AN):N 
ergibt. 

Wir kehren zurück zur ganzen, rationalen Function N und zur 
Resultante X und untersuchen, in welcher Weise die Wurzeln von 
X = den gemeinsamen Punkten von i^= und ^=0 entsprechen. 
Ist eiQ gemeinsamer Punkt (x^^ y^) ein einfacher Punkt von ^^=0 
und ebenso von N = 0^ so ist in ihm F und N und folglich auch X 
proportional mit (x — Xi), d.h. dem Punkte (rCj, y^) entspricht eine ein- 
fache Wurzel x^ von X=0. Hieran ändert sich nichts, wenn der Schnitt- 
punkt {Xij yj) zugleich Verzweigungspunkt ist, weil dann fiir jeden 

1 

der beiden gleichen Werthe von y N{x, y) proportional mit {x — x^y 
also nach (2) X wieder proportional mit x — x^ wird. Ist dagegen 
ein Punkt {x^, yj einfacher Punkt von ^=0 und Doppelpunkt von 
JP = 0, so wird für jeden der beiden gleichen Werthe von y N pro- 
portional mit X — Xi, also X proportional mit {x — x^y^ d. h. dem 
Punkt (x^, yi) entspricht eine Doppelwurzel x^ von X = 0. Dasselbe 
gilt, wenn (x^, y^) einfacher Punkt von F und Doppelpunkt von N 
ist, weil dann iu ihm N und ebenso X proportional mit (x — x^Y 
ist. Berühren sich endlich die Curven F und N in einem Punkte 
(aTj, yi), so ist in ihm N und ebenso X proportional mit (x — x^Y^ 
d. h. dem Punkt entspricht ebenfalls eine Doppelwurzel von X = 0. 
Beschränkt man sich auf diese eiufachsten Fälle, so hat man den 
Satz: 

(III) Jedem gemeinsamen Werthepaar der Gleichungen 1^=0 
und ^=0 entspricht eine einfache oder mehrfache Wurzel 
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der Resultante X<»0. Ist der gemeinsame Punkt ein- 
facher Punkt für beide Curven, so ist die entsprechende 
Wurzel von X*=0 einfach. Ist dagegen der gemeinsame 
Punkt entweder einfacher Berührungspunkt von F und N 
oder ein Schnittpunkt von F und N, der für die eine Curve 
einfacher, für die andere Curve Doppelpunkt ist, so ist 
die entsprechende Wurzel von X = eine Doppelwurzel. 

Für die weiteren Betrachtungen ist X als Function von x wirk- 
lich darzustellen. Durch Elimination von y aus den Gleichungen (1) 
erhält man X in Gestalt einer Determinante, deren Reihen n -{- v 
Elemente enthalten: 



(3) 



X = 
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Hieraus ergibt sich für X eine weitere wichtige Form. Multi- 
plicirt man die Verticalreihen der Determinante (3) bezüglich mit 



-l-y— 1 



„4-r— 2 



und addirt alle zur letzten Yerticalreihe, so werden die Elemente 
derselben 



i^y^-S Fy'-^, . ., Fy, F, Nf , 



,n— 1 



JVy«-«, . ., JVy, N 



und man erhält fiir X die Form 

(4) X^AF+GN, 

wo A und C ganze, rationale Functionen in (^, y) sind. 

Wir fragen nunmehr nach der Lage oder den Coordinaten 
{x, y) der gemeinsamen Punkte von 1^=0 und JV"=0.^) Die- 
selben ergeben sich ähnlich wie in § 5 die Coordinaten der kritischen 



1) Nöther, Math. Ann. Bd. 23. S. 311 ff. (1883) für allgemeine Voraus- 
setzungen. 
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Punkte von F=0. Nach Satz (III) zerfällt der Ausdruck (3) für 
X in zwei Factoren, derart^ dass 

wo in Xj die einfachen^ in Xg die Doppelwurzeln von X = zu- 
sammengefasst sind. Die Ausdrücke für X^ und X^ erhält man aus 
(3) auf rationale Weise. X^ nämlich ist der grösste gemeinsame 

Theiler von X = und -w— = und X, der Quotient von X durch Xo^ 

ox * 

Sind die Gleichungen Xi = und X2 == gelöst, so hat man 
die a;-Ordinaten der gemeinsamen Punkte von F = und ^=0. 
Die zugehörigen y-Ordinaten erhält man in bekannter Weise rational 
in X, Multiplicirt man nämlich die erste der Gleichungen (1) mit 

y^~^7 y""*; • •; y? 1? die zweite mit y"^*, y**""*; • •? y» 1 ^^^ schreibt 
je die erste dieser Gleichungen 

Ky + «i)y'*+^-« + a,y"+^-* + • • + a«y"-' = 0, 

(coy + ci)y+""' + cjy»+^-* + • • + c.r-^ = 0, 

so kann man y""^^"*, y""^"""*, • ., y, 1 eliminiren und erhält eine 
Gleichung, linear in y, aus der sich y rational in x ergiebt. Ist also 
Xi eine Wurzel der Gleichung X == 0, so stellt sich der zugehörige 
Werth yi dar in der Form y, = E(a;,). Die Function B ist rational 
imd ihre Coefficienten sind rationale Functionen der constanten Coef- 
ficienten von F imd N. Zugleich folgt, dass man eine rationale und 
symmetrische Function der Coordinaten {Xi, y,) der gemeinsamen 
Punkte von F = und ^ = als rationale Function der con- 
stanten Coefficienten dieser beiden Gleichungen darstellen kann, ohne 
vorher die Gleichungen Xj = und Xg = zu lösen. Denn eine 
solche Function lässt sich zuerst mit Hülfe der Gleichungen y< = B(xi) 
als rationale, symmetrische Function der Grössen Xt allein ausdrücken, 
deren Coefficienten rationale Functionen der Coefficienten von F und 
N sind und diese Function geht mit Hülfe von X^Xg = in eine 
rationale Function der Coefficienten von F und N allein über. Dies 
giebt den Satz: 

(IT) Die Bestimmung der Coordinaten (a?,-, j/,) der gemein- 
samen Punkte von jP = und JV=0 erfordert ausser der 
Lösung der Gleichungen X^ = und X^ = nur rationale 
Operationen. Die Darstellung einer rationalen und sym- 
metrischen Function der Coordinaten (a?,-, j/,) durch die 
Coefficienten von F und N vollzieht sich in rationaler 
Weise ohne Lösung der Gleichungen X^ = 0, Xg = 0. 

Stahl, Abel'gche Functionen. 5 
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Die Form (4) der Resultante X dient noch zum Beweis der 
Umkehrung von (III) oder zum Beweis des Satzes: 
(V) Jeder einfachen Wurzel der Gleichung X = entspricht 
ein einfacher Schnittpunkt der Curven jF«=0 und JV"=0, 
jeder Doppelwurzel entweder ein einfacher Berührungs- 
punkt von F und JV" oder ein Schnittpunkt von F und JV, 
der für die eine Curve einfacher, für die andere Doppel- 
punkt ist. 

Ist nämlich a? = rCi eine einfache Wurzel von X «= 0, zu der 
nach Voraussetzung (E) auch nur ein Werth y = ^i gehört, so folgt 
aus der Identität (4), dass der gemeinsame Punkt (a; = a?!, y = yj 
von F = und JV" = nur einfacher Schnittpunkt dieser beiden 
Curven ist. Ist dagegen a; = a?! eine Doppelwurzel von X = 0, so 
gehört zu derselben nach Voraussetzung (E) nur ein Werth y = Jfi 
(y^ ist Doppel Wurzel der Gleichung F == d.h. der Resultante von 
(1) nach x). Nun folgt durch Diflferentiation der identischen Glei- 
chung (4): 

dX == AdF + FdA + CdN + NdC. 

Bezeichnet man das Resultat der Substitution {x >= x^^y y = J/i) 
in X, Fy N, Aj G durch Anhängen des Zeigers 1, so folgt hieraus 
für {x = x^y y = yj), da dXj^ = 0, Fi = 0, JV^ = ist, 

A^dF^ + C^dh\ = 0. 

Diese Gleichung ist fiir alle Werthe von dy : dx erfällt; es folgt 
daher 

A,F'(x,) + (\N'(x,) = 0, A,F'(y,) + C,N'(y,) == 
und hieraus, wenn A^ und C^ nicht gleichzeitig verschwinden, entweder 

d. h. die Curven F und N berühren sich in {x^, y^), oder 

d. h. F hat einen Doppelpunkt in (x^ yj, oder 

d. h. N hat einen Doppelpunkt in (x^, y^). 

Ist aber Äj^ = 0^ = 0, so muss einer der drei vorstehenden Fälle 
ebenfalls eintreten; denn andernfalls hätten F und JV bloss einfache 

Schnittpunkte, also könnte nach (III) (0— ) nicht = sein, was 

gegen die Voraussetzung ist. (q. e. d.) 
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§ 8. Kriterien für eine ganze, rationale Fnnotion. 

Von besonderer Wichtigkeit für die weiteren Untersuchungen ist 
die Frage nach den Kriterien dafür, dass eine gebrochene, rationale 
Function M{x, y) : N{Xy y) sich mit Hilfe von J?'«« in eine ganze, ratio- 
nale Function G{x^ y) überführen lasse. Wie die vorstehenden Be- 
trachtuDgen zeigen, verhalten sich die einfachen Yerzweigangspunkte 
hierbei durchaus wie gewöhnliche einfache Punkte von F{x, y) = 0. 
Beschränkt man die Singularitäten von 2^=0, wie schon bemerkt, 
auf Doppelpunkte, und setzt voraus, dass JV" die Curve F nicht 
berühre und durch Doppelpunkte von F nur einfach hin- 
durchgehe, so gilt der Satz^): 

(I) Sind M und JV" ganze, rationale Functionen vom ft*®" und v*^ 
Grade in (ir, y) und ist ft > v, so sind die nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafür, dass die rationale 
Function MiN sich mit Hilfe von F(Xf y) in eine ganze, 
rationale Function G{x,y) verwandeln lasse: 

1) dass sie nur oo wird in den Punkten (a? = c», !/ = cx)); 

2) dass sie in jedem Doppelpunkt von F für die beiden 
Zweige den nämlichen Werth annimmt. 

Diese Bedingungen sind nothwendig, wie sich daraus ergiebt, dass 

sie für eine ganze Function 0(x,y)^ also auch für eine gebrochene 

Function, die sich durch F =0 in eine ganze Function überführen 

lässt, stets erfüllt sind. Weniger einfach ist der Beweis dafür, dass 

diese Bediagungen auch hinreichend sind; um ihn zu führen, geben 

wir dem Satze (I) die folgende Form: 

(la) Damit eine gebrochene Function M:N{ii>v) sich mit 

Hilfe von jP=0 in eine ganze Function G{x,y) verwandeln 

lasse oder, was dasselbe sagt, damit sich M auf die Form 

bringen lasse 

M=GN+HF, (1) 

wo G und H ganze Functionen sind, ist nothy^rendig und 
hinreichend: 

1) dass JK = durch alle einfachen Schnittpunkte von 
F=0 und ^=0 mindestens einfach hindurchgeht; 

2) dass J(f«=0 in einem Doppelpunkt von 1^=0, durch den 
N «=0 einfach hindurchgeht, entweder auch einen Doppel- 
punkt hat oder ^=0 berührt. 



1) Nöther, Math. Ann. VI, p. 361ff. (1872) mit allgemeinen Voraussetzungen. 

6* 
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Es ist leicht zu sehen ^ dass der Satz (la) sich mit (I) deckt. 
Denn soll M:N nicht für ein endliches Goordinatenpaar (x, y) von 
F oo werden, so muss M durch jeden einfachen Schnittpunkt von F 
und M hindurchgehen. Ebenso muss M in jedem Doppelpunkt von 
F, durch den N einfach hindurchgeht, verschwinden. Das genügt 
indess nicht. Denn in einem solchen Doppelpunkt, in dem M und N 
einfach verschwinden, hat M : N den Werth 

M\ x)dx + M '( y)dy 
N'(x)dx + N\y)dy ' 

Soll nun dieser Werth für die beiden in dem Doppelpunkt von 
F verschiedenen Quotienten dy : dx der gleiche sein, so muss, da 
N\x) und N\y^ von verschieden sind, 

entweder M\x) = M'(y) «= sein d. h. es muss M in dem Punkte 

ebenfalls einen Doppelpunkt haben, 
oder M\x) : N\x) = M\y) : ^'(y) sein d. h. es muss M in dem 
Punkte N berühren. 

Umgekehrt, geht M durch alle einfachen Schnittpunkte von F 
und JV hindurch, so wird MiNm diesen Punkten nicht oo. Geht 
aber N durch einen Doppelpunkt von F einfach hindurch und hat M 
in demselben entweder ebenfalls einen Doppelpunkt oder eine Be- 
rührung mit Nj so ist für diesen Punkt ausser ilf=0 und ^=0 
im ersten Falle M' (x) = M'{i/) = 0, im zweiten Falle M\x) : N\x) 
'=M'(y):N\y) d. h. in beiden Fällen hat M:N in dem Doppel- 
punkt für die beiden Zweige den gleichen Werth. 

Nach diesen Bemerkungen bleibt nur zu zeigen, dass die im Satz 
(la) aufgestellten Bedingungen auch hinreichend sind dafür, dass 
sich M auf die Form (1) bringen lasse. Wir gehen aus von der in 
(^) § 7 gefundenen Form der Resultante X von F und N in Bezug 
auf y: 

(2) X = AF + CN, 

in der Ä und C bekannte, ganze Functionen von {x, y) sind. Bildet 
man das Product AM und zieht durch Division aus dem Quotienten 
AM: N die etwa in ihm enthaltene, ganze Function von y heraus, so 
erhält man 

(3) AM^UN+ W, 

wo U und TT ganze, rationale Functionen von (a;, y) und TT vom (v — 1)*^ 
oder niederen Grade in y ist. Setzt man zur Abkürzung die ganze 
Function von (x, y) ÜF+CM = F, so folgt aus (2) und (3) 

(4) XM^VN+WF. 
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Damit M : N eine ganze Function sei; oder M in die gewünschte 
Form (1) übergehe, ist erforderlich, dass die Quotienten F:Xund 
W : X ganze Functionen G und H von (Xj y) seien. Die eine dieser 
Bedingungen zieht aber nach (4) die andere nach sich, da F irredu* 
cibel ist. Aus der Forderung, dass Wi X eine ganze Function H sei, 
ergeben sich neue Forderungen für das Verhalten von M in den ge- 
meinsamen Punkten von F und N, Dabei sind zwei Fälle zu be- 
trachten: 

1. Die Resultante X = besitze nur einfache Wurzeln. 
Nach Satz (V) § 7 haben dann die Curven F = und JV = 

nur einfache Schnittpunkte. Sei (a? = aJi, y = J/i) ein solcher ein- 
facher Schnittpunkt und seien (a? = a;i, J/ = J/i*) (i=l, .. v — 1) 
die V — 1 Schnittpunkte, welche die Gerade x ^= x^ ausser dem Punkte 
(a?!, j^i) mit JNr=0 hat. Dann muss in der Identität (2) für die 
Funkte (a? = a?!, y = y/) ausser X und N nothwendig A verschwinden, 
weil in diesen Punkten F nicht wird nach Voraussetzung (E) § 7. 
Daher ist nach (3) in diesen Punkten TT «= oder es hat die Gleichung 

(IF)«-.. = (5) 

• 

die V — 1 verschiedenen Wurzeln y s=zy^ (i »: 1 ^ . . v — 1). 

Hat nun Jf, wie wir annehmen, die Eigenschaft, dass es durch den 
Schnittpunkt {x^^ y^ von F und N ebenfalls hindurchgeht, so kommt 
zu den {y — 1) Wurzeln von (5) noch als v^ Wurzel y ^^^y^ hinzu, 
weil in (3) für {x^, y,) zugleich M und N verschwinden. Wenn aber 
die Gleichung (5), die vom v — 1*®^ Gerade in y ist, v verschiedene 
Wurzeln haben soll, so müssen ihre Coefficienten einzeln verschwinden. 
Es sind also die Coefficienten der Potenzen von y mW einzeln durch 
x — x^ theilbar. Ebenso ergiebt sich, dass W durch die übrigen 
Linearfactoren von X theilbar ist. Hieraus folgt, dass W: X eine 
ganze Function in {x, y) oder dass M in der Form (1) darstellbar 
ist. In dem vorliegenden, ersten Falle genügt also zur Herstellung der 
Gleichung (1) die Bedingung, dass M durch alle im Endlichen ge- 
legenen Schnittpunkte von F und N mindestens einfach hindurchgeht, 
oder dass M : N nur in den Punkten (a; = cx>, j/ = c») oo werde. 

2. Fall. Die Gleichung Xb»0 besitze neben einfachen, 
noch Doppelwurzeln. 

Die Doppelwurzeln von X = entstehen nach (HI) § 7 dadurch, 
dass entweder die zwei Curven F und N sich einfach berühren oder 
dass in einem Schnittpunkt die eine Curve einen Doppelpunkt, die andere 
einen einfachen Punkt besitzt. Eine Berührung von F und N wurde 
ausgeschlossen. Sei also a? = rCg ®^® Doppelwurzel von X = 0, die 



/ 
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einem Punkte (a; = iCjj, j/ = y^) entspreche, in dem F einen Doppel- 
pimkt, N einen einfachen Punkt hat, so dass für (x = iTs; !/ "™ ^2) 
die Gleichungen bestehen 

F^-O, 2V, = 0, F'(x,) = 0, r(if,)~0. 

Dann folgt zunächst, wie im ersten Fall, dass W den Factor 
X — x^ besitzt. Man kann aber zeigen, dass x — X2 ein Doppel- 
factor von W ist. Denn bezeichnet man mit {x = x^, y = ^207 ^^ 
i -= 1 , . . , V — 1, die (v — 1) übrigen Schnittpunkte , welche die 
Gerade üj = ajg ausser (rr,, j/g) mit ^ = besitzt und durch Ein- 
schliessen in Klammem [ ] den Werth der eingeschlossenen Function 
für einen Punkt (a; »= rCg, y = y/), so folgt aus der Identität (2), dass 
[-4] = und aus dem Differential von (2), nämlich 

dX = ÄdF+FdA+GdN+ NdC 

durch Eintragen von (a? = fl?2, y^^y^)} wobei dX, N und Ä verschwin- 
den, dass 

[FdA+CdN] = 0. 

Setzt man in dieser Gleichung, die für alle Werthe von dy : dx 
erfüllt sein muss, 

(6) [dJV] = oder dy :dx = — [N'{x): N\y)l 

so wird [dA] = 0. Durch Differentiation von (3) aber folgt 

(7) AdM+MdA= üdN + NdU+dW 

und hieraus für (x = x^y y = y^) iind für den in (6) definirten Werth 
dy:dx mit Rücksicht auf -4 = 0, dA = 0, N=0, dN=0, dass 
[dW] =» ist. Da nun W den Factor (x — x^) enthält, also gleich- 
zeitig [Tf] ^ und I -ö-J ^ ist, so muss auch 1 y-J = sein oder 
es muss 

die Wurzeln y =» yi, . • yJ" haben. Kann man nun noch eine v% 

von diesen verschiedene Wurzel y von (8) angeben, so ist (8) als 

Gleichung in y identisch erfüllt und (x — x^) eine Doppelwurzel von W. 

Eine solche Wurzel von (8) ist aber y '= y^j sobald die aus (7) für 

(x <= X2, y = y,) mit Bücksicht auf JLfg = 0, ^2 = sich ergebende 

Beziehung 

A,dM, = U^dN, + dW, 

durch Einführung des in (6) definirten Werthes dy : dx sich auf 
dWi ==> reducirt. Dies ist der Fall 
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entweder wenn M und JV sich in (iCg, y^ berühren, 

oder wenn M in (0:2^2) ebenso wie F einen Doppelpunkt besitzt. 

In beiden Fällen hat W mit X die Doppelwurzel x = x^ gemein. 

Ist also eine dieser zwei Bedingungen für jede Doppelwurzel von X 

erfüllt, so ist die Division W: X ausführbar und M in der Form (1) 

darstellbar. Hiermit ist der Satz (la) oder der Satz (I) in allen 

Theilen bewiesen. 

Wir führen nur noch historisch eine Verallgemeinerung des Satzes 

(la) an und sprechen dieselbe so, wie sie später (§ 23) benutzt wird, 

für homogene Coordinaten {x^, x^, x^) aus: 

(II) Geht eine Curve P(n?i, iCg, a^g) = durch alle Schnitt- 
punkte zweier anderen Curven Q{x^f x^, x^) = und 
F(Xj^, x^j rTg) = 0, und zwar durch jeden solchen Punkt, der 
i-facher Punkt von F=0 und Ä-facher Punkt von Q = 
ist, i + Ä — 1-fach hindurch, so kann man immer P auf 

die Form bringen 

F=AQ+CF, 

wo A und G ganze, homogene Functionen von {x^, x^, x^) 
sind^). 

§ 9. Die adjungirten Ftinotionen.^) 

Der Quotient zweier ganzen, rationalen Functionen M(Xy y) und 
N{Xy y) ist eine gebrochene, rationale Function M{x, y) : N{x, y). 
Diese kann die besondere Eigenschaft der ganzen Functionen haben, 
dass sie in einem Doppelpunkt von F(x, y) = für die beiden Zweige 
den nämlichen Werth annimmt, sie kann dagegen auch für beide 
Zweige verschiedene Werthe haben. Wir betrachten den letzteren 
Fall als den allgemeinen. Derselbe kann nur eintreten, wenn Zähler 
und Nenner M und N in dem Doppelpunkt verschwinden. 
(A) Eine ganze rationale Function, die in jedem der r Dop- 
pelpunkte von jF = in erster Ordnung verschwindet, 
heisst eine adjungirte Function von JF = 0.^) unter den 
adjungirten Functionen sind die des n — 3*®^ Grades von 
ausgezeichnetem Charakter; sie werden nach Biemann mit 

1) Für den Beweis s. Nöther, 1. c. 

2) Riemann, Ges. W. S. 107 fP. Brill u. Nöther, Math. Ann. Bd. 7, 
S. 269 ff. (1873), wo die Voraussetzungen über JP = allgemein sind. 

3) Hat die Curve F{x, y) =» mehrfache Punkte mit getrennten Tangenten, 
80 sind die adjungirten Curven solche, die durch jeden |Lt-fachen Punkt von F ==^0 
(fi — l)-fach hindurchgehen, ohne dass sich dabei einzelne Zweige beider Gurren 
berühren. 



72 Zweiter Abschnitt. [§ 9. 

dem besonderen Buchstaben O oder q) bezeichnet und ^- 

Functionen genannt. 
Wir untersuchen in diesem § die ganzen adjungirten Functionen, 
in den folgenden §§ die Quotienten solcher Functionen. 

Die Zahl der Schnittpunkte zweier Curven jP = vom Grade n 
und Jlf=0 vom Grade fi ist nach (I) § 7 gleich n[i. Ist iJf=0 
eine adjungirte Curve, so fallen 2r dieser Punkte in die r festen 
Doppelpunkte von i^«=>0. Bezeichnet man die Schnittpunkte ^ die 
Jtf = ausser den r Doppelpunkten mit 2^ = besitzt, so lange 
M=0 noch nicht völlig bestimmt ist, als beweglich, und die Zahl 
dieser beweglichen Schnittpunkte mit i, so ist 

(1) für ein beliebiges ft: i = nfi — 2r. 

Wegen der Relation 1) = y (n — 1) (w — 2) — r (6) § 5 erhält 
man hieraus 

(2) für den besonderen Werth ft = n — 3: i = 2p — 2. 

Von diesen i Schnittpunkten ist indess nur eine gewisse Zahl 
willkürlich; die übrigen sind von der ersteren abhängig und durch sie 
bestimmt. Um diese Abhängigkeit zu untersuchen, stellen wir zuvor 
die Frage nach der Zahl der linear unabhängigen, adjungirten Func- 
tionen M vom Grade fi, wobei sich zugleich die Bildungsweise dieser 
Functionen ergiebt. 

Man denke sich die Function M{x, y) vom Grade fi mit unbe- 
stimmten CoefGcienten angeschrieben. Die Coefficienten seien so zu 
bestimmen, dass M für eine Anzahl gegebener Punkte verschwindet. 
Da jedes Werthepaar (x, y), das zur Bestimmung von ilf =0 dient, 
nicht frei, sondern durch die Gleichung F{x, y) = verbunden ist, 
so hat man mit Bücksicht auf diese Gleichung zwei Fälle zu unter- 
scheiden. 

1. Fall ft^w. Ist M' eine allgemeine Function vom Grade ft, 
so kann man, da für die zu lösenden Fingen alle Curven vom Grade fi, 
die jP 5= in denselben Punkten schneiden, als gleichwerthig zu be- 
trachten sind, die zu bestimmende Function M in die Form bringen 

M = M'+PF, 
wo P eine ganze Function vom Grade ^i ■— n, und man kann im 
Allgemeinen die y (ft -— w + 1) (ft — w + 2) homogenen Coeffi- 
cienten der Function P so wählen, dass ebenso viele Coefficienten in 
M beliebige, numerische Werthe annehmen. Da die Zahl der nicht 
homogenen Coefficienten in Jf ' gleich 



§ 9. Die adjungirten Functionen. 73 

-^(^ + l)(p + 2)-l=4-^0» + 3) 

ist, so besitzt die reducirte Function M noch 

i ;i(ft + 3) - 4 (<*-« + !)(;*-« + 2 = n^ - |(n_l)(„_2) 

nicht homogene Coefficienten. Damit M eine adjungirte Function 
werde, sind diese Coefficienten noch den r Bedingungen zu unterwerfen, 
dass JJf = sei für die r Doppelpunkte von JF =* 0. Wenn nun diese 
r Bedingungsgleichungen für die Coefficienten yon M linear unab- 
hängig sind; so ist die Zahl Je der in M noch freien, nicht homogenen 
Coefficienten 

A; = nft — Y (n — l)(n — 2) — r =« nfi — 2r — 1> = i — p. (3) 

2. Fall ft < w. Dann findet eine Keduction von M durch F nicht 
statt. Man hat vielmehr unmittelbar für die Zahl Je der in der ad- 
jugirten Function M noch freien, nicht homogenen Coefficienten 

Ä = |ft(^ + 3)-r. (4) 

Insbesondere folgt hieraus 

für fi = n — 1 Ä = Y (n — l)(n + 2) — r 

,, fi^n-2 Ä = |(n-2)(n+l)^-r (5) 

„ ft = n — 3 Jc^^p — 1. 

Die für ft ■« n — 1 und (i ^^ n — 2 gefundenen Werthe (5) von Je 
ergeben sich auch, wenn man in (3) ft = w — 1 und ft = n — 2 setzt. 
Die Werthe von Ä für ft «« n — 1 und ft = w — 2 ordnen sich also 
dem ersten Falle unter. Hiemach hat man, indem man die Mög- 
lichkeit offen lässt, dass die oben erwähnten r Gleichungen für die 
Coefficienten von M linear abhängig seien, den Satz: 
(I) Die Zahl der linear unabhängigen, adjungirten Functionen 
M vom Grade [i ist = Ä + 1, wo 

für ft > M — 3 Je mindestens ==» nfi — 2r — p 

»f^ = w~3 k „ =i) — 1. 

Es zeigt sich später (§ 10), dass diese Zahlen für Je nicht bloss 
Minimalzahlen, sondern genau gültige Zahlen sind und damit ist in- 
direct gezeigt, dass die oben erwähnten r Gleichungen für die Coef- 
ficienten von M wirklich linear unabhängig sind^). Indem man dies 



1) Eine directe Untersuchung dieser r Gleichungen auf ihre lineare Ab- 
hängigkeit stösst auf grosse Schwierigkeiten und ist noch nicht durchgeführt. 
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einstweilen als bewiesen voraussetzt, ergibt sich für die Bildung der 
adjungirten Function M noch Folgendes. Schreibt man die r Glei- 
chungen an, die ausdrücken, dass M für die r Doppelpunkte von F 
verschwindet, bestimmt alsdann aus diesen Gleichungen r der Coef- 
ficienten von M durch die übrigen, trägt die Werthe dieser r Coef- 
ficienten in Jf ein und ordnet nach den noch übrigen unbestimmten 
Coe£Qcienten, so erhält man für M die Form 

(6) M= JM, + A,Mi + . . + hM,. 

Hier sind A^, . . Xk die noch unbestimmten Coefficienten, M^j 
Jfi, . . Mk aber specielle, linear unabhängige, adjungirte Functionen 
vom Grade ft. Diese Functionen Mi sind vollkommen bestimmt; aus 
ihrer Bildung geht hervor, dass die Coefficienten der Potenzen von 
X und y in den Mi rationale und symmetrische Functionen der Co- 
ordinaten der r Doppelpunkte von F d. h. nach § 7 Satz IV, dass sie 
rationale Functionen der Coefficienten von F allein sind, 
die sich auf rationalem Wege bilden lassen. Wir machen indess 
von dieser Betrachtung keinen Gebrauch, bevor nicht gezeigt ist, dass 
die in Satz (I) für Tc angegebenen Zahlen wirklich stets und genau 
gültig sind. 

Wir kommen nun zur weiteren Frage, wie viele von den i 
in (1) und (2) angegebenen 0^ Punkten von M willkürlich 
und wie viele derselben abhängig sind. Wären die Zahlen für 
h im Satz (I) genau gültig, so hätte man zur vollständigen Bestim- 
mung von M noch h 0^ Punkte von M beliebig zu wählen und hätte 
dann aus (6) Tc lineare Gleichungen zur Bestimmung der Tc Coef- 
ficienten L Damit wären auch die i — h noch übrigen 0^ Punkte 
von M bestimmt und man hätte, indem man diese i — Tz abhängigen 
0^ Punkte in die bereits bestimmte Function M einträgt, i — h Be- 
dingungsgleichungen zwischen den i 0^ Punkten von M. Es ist nun 
aber der Fall denkbar, dass die Ic gewählten 0^ Punkte eine solche 
specielle Lage zu einander haben, dass die h Gleichungen zur Bestim- 
mung von A^, . . A« nicht ausreichen, dass vielmehr eine Anzahl dieser 
Gleichungen durch die übrigen bereits identisch erfüllt sind, dass also 
von den i — Tc Bedingungsgleichungen zwischen den i 0^ Punkten 
einige überzählig d. h. durch die andern von selber erfüllt sind. 

Berücksichtigt man die Möglichkeit des letzteren Falles, der in 
der That eintreten kann*), und ausserdem die noch nicht als unzu- 
treffend erwiesene Möglichkeit, dass die Zahlen für h in (I) nur Mini- 
malzahlen seien, so erhält man den Satz: 



1) Vgl. § 11 und § 13. 
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(II) Von den i = nfi — 2r Punkten, die eine adjungirte Curve 
M=0 vom Grade fi ausser den Doppelpunkten mit ^ = 
gemein hat^ sind 

für ft > n — 3 mindestens i—p willkürlich und höchstens 

p abhängig, 
für ft = n — 3 mindestens p — 1 willkürlich und höchstens 
p — 1 abhängig. 
Hieraus folgt unmittelbar der weitere Satz: 
(in) Legt man eine adjungirte Curve Jlf = vom Grade fi 
durch m Punkte von F und sind von den i — m weiteren 
Schnittpunkten ausser den Doppelpunkten noch q Punkte 
willkürlich, so ist stets 

für ft > » — 3: q'^m—p 

„ ft = n — 3: g^m — {p — 1). 

Bei diesen Betrachtungen ist keineswegs vorausgesetzt, dass die 
adjungirte Curve M nicht zerfalle. Darum ist es auch nicht nöthig, 
Curven von niederem als dem (n — 3)*®° Grade besonders zu betrachten, 
da man eine solche durch Hinzufügung einer festen Curve immer zu 
einer adjungirten Curve vom n — 3*®° oder höheren Grade machen kann. 
Geht man nur bis zu Curven des n — 3*®° Grades herab, so lässt sich 
zugleich der Voraussetzung genügen, dass dieselben ohne eine solche 
Hinzufügung fester Curven auch noch für die Maximalzahl der Doppel- 
punkte von 2^ = adjungirt sein können. Denn die Zahl der nicht 
homogenen, linearen Coefficienten einer noch nicht adjungirten 

Curve Jf« vom Grade ft = n — 3 ist = - f^ (f^ + 3) = y w (n — 3), 

also für p > gleich der Maximalzahl y (n — 1) (w — 2) — 1 der 

Doppelpunkte von F = 0, Ausserdem aber wird sich zeigen, dass 
die Voraussetzung fi^n — 3 genügt zur Darstellung rationaler Func- 
tionen jeder Ordnung. 

§ 10. Die allgemeinen, rationalen Functionen. 

• Wir gehen zur Betrachtung der allgemeinen, rationalen Fxmc- 
tionen über, die wir als Quotienten adjungirter Functionen ansehen. 
Es seien Jf^^und N^^ zwei adjungirte Functionen vom Grade fi^ und i/j 
und es mögen die Schnittpunkte von M, mit F in zwei Gruppen G„,^ 
nnd Gm^ von m^ Punkten a und m^ Punkten a", die Schnittpunkte 
von N^ mit F in zwei Gruppen 6rn, und Gm^ von n^ Punkten 6' und 
denselben m^ Punkten a" zerfallen. Dann wird der Ausdruck 



76 Zweiter Abschnitt. [§ 10. 

Jfj : ^1 = 0^ in den m^ Punkten a und <= cx>^ in den n^ Punkten b\ 
während er in den mg Punkten a' endlich bleibt. Diese letzteren 
Punkte nennen wir Hilfspunkte. Für (rc = c», y = cx>) wird M^ : Nj^ 
entweder endlich oder = cx)'*^''*"**^ oder = O^^^^^f*^^ je nachdem fti = Vi 
oder ftj > Vi oder ft^ < v^ ist. Da die Zahl der oo^ und der 0^ Punkte 
von Ml : Ni die gleiche ist (§ 7), so hat man m^ — w^ = w (ft^ — Vj). 
Für die unendlich vielen Formen, in denen sich M^ : N^ darstellen 
lässt; gilt nun der Satz^): 

(I) Der Quotient M^ : N^ zweier adjungirten Functionen, der 
abgesehen von den Punkten {x <= cx>, y = oo) in % Punkten 
a' gleich 0^ und in n^ Punkten V gleich oo^ wird, während 
er in den m^ Hilfspunkten a" endlich bleibt, lässt sich 
mit Hilfe von jP«=0 auf unendlich viele Arten in einen 
andern solchen Quotienten Jfj : ^^ verwandeln, wobei die 
0^ Punkte a' und die c»^ Punkte 6' der Function ungeändert 
bleiben, während an Stelle der m^ Hilfspunkte a'' ^^ andere 
Hilfspunkte 6" treten. 

Die zu beweisende Behauptung lässt sich auch so aussprechen: 
(a) Wenn auf der Curve JF^=0 ausser den Doppelpunkten 
durch eine adjungirte Curve M^ vom Grade ftj die Punkt- 
gruppen Grn, und ö^, 
durch eine adjungirte Curve N^ vom Grade v^ die Punkt- 
gruppen Gn, und Gfn^y 

durch eine adjungirte Curve Jüf^ vom Grade (i^ die Punkt- 
gruppen Gm, und Gn, 
ausgeschnitten werden, so existirt noch 

eine adjungirte Curve ^2 vom Grade Vj, welche die Punkt- 
gruppen Gn, und Gr^ 
ausschneidet. Hierbei ist 

mi — ni= n(iii — v^) = n(fi^ — v^). 

Beweis. Sind drei adjungirte Curven M^, N^^ M^ gegeben, 
welche die in (a) angegebenen Punktgruppen ausschneiden, so lassen 
sich nach (la) § 8 immer zwei Curven N2 und Ä finden von der Be- 
schaffenheit, dass man identisch hat 
(1) M,Ni — MiN2 = ÄF. 

Denn die Gleichung Jfj ^^ = stellt eine (zerfallende) Curve dar, welche 
durch alle nicht in die Doppelpunkte von F fallenden Schnittpunkte 
Gm, und Gm^ von M^ = mit F = hindurchgeht. Ausserdem aber 
verschwindet das Product -3^2 ^1 i^ jedem Doppelpunkt von JP, in dem 

1) Brill u. Nöther, Math. Ann. Bd. 7, S. 269ff. (1873). 
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ü/j einen einfachen Punkt besitzt, zweifach. Das Product ^^2^1 ^^' 
füllt daher nach (la) § 8 alle Bedingungen, um in die Form M^N^ + ÄF 
gebracht zu werden, womit die Identität (1) bewiesen ist. Die hierbei 
auftretende Curve ^^j = geht nun nach (1) durch die übrigen 
Schnittpunkte von M^N^^O mit F=0, durch die Mi nicht geht 
d. h. durch die Punkte Gn, und (?„,. Ausserdem ist -^2 adjungirt; 
denn in einem Doppelpunkt von F verschwindet M^N^ für jeden Zweig 
von F doppelt, M^ nur einfach; es muss also auch N^ einfach ver- 
schwinden, (q. e. d.) 

Der Satz (a) ist in der Geometrie der algebraischen Curven be- 
kannt unter dem Namen des Restsatzes ^). Nennt man von zwei 
Gruppen Gm^ und Gm^, die durch eine adjungirte Curve M^ auf F 
ausgeschnitten werden, die eine Gruppe den Rest der andern Gruppe 
und zwei Gruppen Gm^ und Gn^ corresidual (oder äquivalent) in 
Bezug auf eine dritte Gruppe Gm^, wenn für jede derselben Gm^ ein 
Rest ist, oder wenn sie von zwei adjungirten Curven ausgeschnitten 
werden können, deren übrige Schnittpimkte mit F ausser den Doppel- 
punkten sämmtlich in die Punkte Gm^ fallen, so lässt sich der Rest- 
satz auch so aussprechen: 

(b) Sind auf einer Curve F die Punktgruppen Gm^ und Gn^ 
corresidual in Bezug auf eine dritte Gruppe Gm^y so sind 
sie auch corresidual in Bezug auf jede andere Gruppe (r«,, 
welche ein Rest ist in Bezug auf eine der Gruppen Gm^ und 
Gnif also etwa auf Gm^. 

Oder: die Eigenschaft zweier Punktgruppen G^ und 
6r„,, corresidual zu sein, ist von einem speciellen Rest Gm^ 
ganz unabhängig. 

Der Restsatz lässt sich verallgemeinern, indem man durch die- 
selben Punkte Ctot, an Stelle der einzelnen Curve M^ eine Sc haar von 
linear unabhängigen, adjungirten Curven M^ von demselben Grade ii^ 
gehen lässt. Für solche Schaaren gilt der Satz: 

Wenn durch eine Gruppe Gm^ eine Schaar von ft + 1 
linear unabhängigen, adjungirten Curven M^ von demselben 
Grade ft^ geht, so geht durch jede corresiduale Gruppe Gn^ 
ebenfalls eine Schaar von ^2 + 1 linear unabhängigen, ad- 
jungirten Curven JU^ von demselben Grade fe^* 

Beweis. Unter Voraussetzung der Identität (1) sei M^ eine 
Schaar von gj + 1 linear unabhängigen, adjungirten Curven, die alle 

,1) Der Bestsatz wurde zuerst von Sylvester für Curven 3. Ordnung aus- 
gesprochen (Salmon-Fiedler, Höhere Curven 2. A. S. 164). Historisch ist der 
Satz aus dem Abel* sehen Theorem hervorgegangen. 
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durch dieselben Punkte Gm^ gehen und auf F = ein System von 
beweglichen Punkten Gm^ ausschneiden. Femer sei 

Ni eine feste Curve durch die Punktgruppe Gm^ und eine zweite 
Gruppe Gn^ und 

^2 eine feste Curve durch die Punktgruppe Gn^ und eine dritte 
Gruppe Gn^, 
Dann muss üfg eine Schaar von linear unabhängigen , adjungirten 
Gurven darstellen, die alle durch die festen Punkte G„^ gehen und 
auf JP== das nämliche System von beweglichen Punkten Gm^ aus- 
schneiden, das früher durch die Schaar M^ bestimmt wurde. Daher 
muss die Schaar M^ ebensoviel lineare, willkürliche Parameter ent- 
halten wie M^ d. h. sie muss ^2 4" 1 linear unabhängige Curven 
enthalten, (q. e. d.) 

Eine Schaar von Gruppen zu je w^ Punkten, die durch eine 
Schaar von ^2 + 1 linear unabhängige, adjungirte Curven M^ 
ausgeschnitten wird, soll eine q^-is^ch unendliche Schaar von 
Gruppen zu je m^ Punkten heissen und durch ^* bezeichnet 

werden; eine einzelne Gruppe der Schaar durch G^^. 

Da jede Gruppe Gm^ durch jg willkürlich wählbare Punkte ein- 
deutig festgelegt ist, so hat man nach (III) § 9 den Satz: 
(c) Zwischen den Zahlen m^ und gj einer durch Curven M^ 
vom Grade fi^ ausgeschnittenen Schaar g^ besteht die 
Relation 

wenn ftj > w — 3: Qi^^i — P 



Es ist nun von Wichtigkeit, dass der Satz (c) für den aus- 
gezeichneten Fall fii ^= n — 3 sich umkehren lässt in folgen- 
der Weise^): 

(d) Eine ^g'^s^ch unendliche Schaar ^ von Gruppen zu je m^ 
Punkten kann immer dann durch eine Schaar adjungirter 
Curven (7«_8 von dem besonderen Grade n — 3 ausgeschnitten 
werden, wenn 
(2) «2^^!— i) + l. 

Dabei können unter den m^ Punkten jeder Gruppe Gm^ sich auch 
solche befinden, die für alle Gruppen dieselben sind. 



1) Die folgende Betrachtung hat für Curven JP « vom Geschlecht ^ = 
und p = 1 keine Bedeutung, weil für die ersteren überhaupt keine und für die 
letzteren keine Schaaren von adjungirten Gurven n — 3^^ Grades ezistiren. 
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Beweis. Man denke sich eine Schaar g^ , die durch Curven 

von höherem als dem n — 3*®" Grade ausgeschnitten werden; es ist 
zu zeigen^ dass dieselbe Schaar g^^ durch eine Schaar von adjungirten 

Curven des n — S*®'^ Grades ausgeschnitten wird, wenn zwischen m^ und 
^2 die Bedingung (2) besteht. 

Zunächst ist klar, dass der Satz richtig ist für q^ = 0, also 
nii^p — 1. Denn durch eine vollständig bestimmte, einzelne Gruppe 
von p — 1 oder weniger Punkten kann immer eine adjungirte Gurve 
n — 3*®"* Grades gelegt werden (nach I § 9). Es ist daher nur zu 
zeigen, dass der Satz (d) gilt für jede Schaar ^9» ^ sobald er für die 

Schaar en g^^Z^i gilt» immer die Relation (2) vorausgesetzt. Hierzu 

bemerke man vorerst, dass, wenn die Schaar g^^^Z^i durch ein System 

von Curven n — 3*®^ Grades ausgeschnitten wird, die Schaar g^ durch 
ein System von Curven n — 2*®° Grades Gn—i ausgeschnitten werden 

kann. Denn man nehme irgend eine Gruppe JT^^ der letzten Schaar, 
lege durch einen beweglichen Punkt a derselben eine Gerade A und 

durch die übrigen m^ — 1 Punkte, die eine Gruppe I^I^i bilden, 
eine adjungirte Curve n — 3*®° Grades Cn — s» Der Rest R der Gruppe 
^OTi, welcher aus den weiteren 2p — 2 — (m^ — 1) Schnittpunkten 
von Cli— 8 und den übrigen n — 1 Schnittpunkten der Geraden A 
besteht, ist zugleich Rest für jede Gruppe der Schaar g^ , weil er 

dies für eine derselben ist (Satz (b)). Die Schaar g^ wird somit in 

der That durch eine Schaar von adjungirten Curven n •— 2^^ Grades 
Gn-.2 ausgeschnitten, die durch den Rest R gehen und die zudem alle 
in. die Gerade A und eine Curve n — 3*®° Grades Cn—s zerfallen (weil 
w — 1 Punkte einer Curve n — 2*®° Grades nicht auf einer Geraden 
liegen können, ohne dass Zerfallen eintritt). Demnach besteht die 
Schaar g^ aus dem festen Punkt a und den durch diese Cn—s aus- 
geschnittenen, beweglichen Punkten. Nun sollte a ein beweglicher 
Punkt sein. Dieser Widerspruch erklärt sich nur so, dass in Wirk- 
lichkeit a ausser auf der Geraden A auch auf der obigen Curve Cns 
gelegen ist (als unwillkürliche Folge der Forderung, dass Cn—s durch 
jene {nij^ — 1) Punkte geht), dass also a sich doppelt unter den 
Punkten der Schaar g^ befindet und diese eigentlich als 5^ i ^ zu 

rechnen wäre. Die g^ übrigen Punkte müssen alle auf der beweg- 
lichen Cn—s liegen, (q. e. d.) 

An diesen Beweis des Satzes (d) schliesst sich eine Bemerkimg. 
Da es keine adjungirte Curve n — 3*®° Grades gibt, die in mehr als 
2p — 2 Punkten die irreducible Curve F == schneidet, so ist die 
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Zahl Wj in Satz (d) an die Ungleichung m^'^2p — 2 gebunden. Der 
Beweis von (d) macht aber an keiner Stelle Gebrauch von dieser 
Ungleichung; er gilt daher auch, wenn dieselbe nicht erfüllt ist. 
Hieraus schliesst man rückwärts, dass Punktgruppen Q% von 
mehr als 2p — 2 Punkten, für welche die Ungleichung (2) 
gilt, nicht existiren. 

Die letzte Bemerkung ist von Wichtigkeit. Aus ihr kann man 
nän^lich die Folgerung ziehen, dass die in (I) § 9 angegebenen Minimal- 
werthe für die Zahl h zugleich Maximalwerthe sind. Wir sprechen 
diesen fundamentalen Satz^) besonders aus: 

(II) Ist F{Xj y) = eine irreducible Gleichung vom Grade n 
und Yom Geschlecht j?, so ist die Zahl der linear unab- 
hängigen, adjungirten Functionen M vom Grade fi stets 

für ft>w — 3 gleich Wft — 2r — p + 1, 
77 fi = n — 3 „ p. 
Beweis. 1. Fall ft > n — 3. Es ist zu zeigen (vgl. § 9), dass 
eine etwaige Abhängigkeit in der Lage der r Doppelpunkte von F=0 
nicht so beschaffen sein kann, dass die r Bedingungsgleichungen für 
die Goefficienten einer adjungirten Curve linear von einander abhängig 
sind. Angenommen, es seien von diesen Bedingungsgleichungen 
s (^ 1) eine Folge der r — s übrigen. Dann hätte M nach (3) § 9 

noch 

Ä -j- 5 «a nft — 2r — (p — s) 

willkürliche, lineare, nicht homogene Goefficienten, d. h. in diesem 
Falle wären p — s Schnittpunkte von M mit F abhängig von den 
übrigen. Dann aber wäre die Schaar der m^^^ tifi — 2r = h -{- p 
Schnittpunkte von M mit F eine ft == Ä + 5 -fach unendliche Schaar. 
Daher wäre 

d. h. es könnte nach (d) die Punktgruppe Gm, durch eine Schaar von 
adjungirten Curven n — 3*®** Grades ausgeschnitten werden. Dies ist 
aber unmöglich, weil m^ «= wft — 2r > 2p •— 2 ist, wenn ft > n — 3. 
Daher muss s ^^ sein und es sind von den Schnittpunkten der 
Curve 2(f=0 genau p durch die übrigen bestimmt, oder es gibt, 
wenn ft > n — 3, genau nft — 2r — |) + 1 linear unabhängige, ad- 
jungirte Curven M = 0, (q. e. d.) 

1} Dieser Satz und speciell der Satz, dass die Zahl der linear unabhängigen, 
adjungirten Curven n — 3^' Ordnung, oder der linear unabhängigen Integrale 
1. Gattung gleich p ist (Abschn. ni. § 3), wird von Biemann (Ges. W. p. 98) mit 
Hufe des Dirichlet'schen Prindps bewiesen. 
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2. Fall, ft = w — 3. Am Schluss des Beweises Ton Satz (d) 
wurde bemerkt^ dass Gruppen GX von mehr als 2p — 2 Punkten, für 
welche die Ungleichung J2 ^ % — i^ + 1 g^l^> nicht existiren. Hier- 
aus folgt die zu beweisende Behauptung. Gruppen Gm^^ welche durch 
adjungirte Curven n — 3*®" Grades ausgeschnitten werden, bilden nach 
in § 9 mindestens eine m^ — p -(- 1-fach unendliche Schaar, also 
Gruppen Gip—i mindestens eine p — 1-fach unendliche Schaar 
(eine 00^"'^ Schaar). Es ist zu zeigen, dass sie zugleich höchstens 
eine cx>^~^ Schaar bilden. Angenommen, sie bildeten eine cx)^ Schaar, 
so konnte man durch Hinzunahme eines willkürlichen, festen Punktes 
ß von F eine Schaar fl'f ^ (in deren sämmtlichen Gruppen der Punkt 

ß Yorkäme) herstellen. Dies ist aber nach der obigen Bemerkung 
nicht möglich. Somit gibt es auch keine Schaar fl'?p_2> ^® *^' 
genommen war, noch weniger eine Schaar g^^^ u. s. w. Es gibt 

also nur eine 00^"'^ Schaar, d. h. nur p linear unabhängige, adjun- 
girte Curven n — 3**° Grades, (q. e. d.) 

Diese Betrachtung lehrt zugleich, dass eine etwaige Abhängig- 
keit der Lage der Doppelpunkte von F eine lineare Abhängigkeit 
der r Bediugungsgleichungen auch für die Coef&cienten der adjun- 
girten Curven n — 3**'* Grades nicht hervorrufen kann. 

§ 11. Der Biemann-Bcoh'sohe Satz. 

Nach (II) § 10 sind von den Schnittpimkten, die eine beliebige, 
adjungirte Curve vom Grade ft > w •— 3 ausser den Doppelpunkten 
mit JP «= gemein hat, stets die p letzten durch die übrigen ein- 
deutig bestimmt. Daher folgt unmittelbar, wenn man eine adjun- 
girte Curve vom Grade n — 3 eine <D-Curve nennt (vgl. §9 A.): 

(I) Sind nii{>p) Punkte bi (i=l, . ., %) auf F=0 derart 
gewählt, dass sie nicht sämmtlich auf einer <D-Curve 
liegen, und legt man durch sie eine adjungirte Curve Üf^—O 
vom Grade ft(>n — 3), so hat der Rest von Wft — 2r — m^ 
Schnittpunkten /Sz, die J/q = mit 2^=0 ausser den 
Doppelpunkten noch besitzt, die Eigenschaft, dass durch 
ihn noch m^ — p -{- 1 linear unabhängige, adjungirte Cur- 
ven M=^0 von demselben Grade (i hindurchgehen. 

Dieser Satz bezieht sich auf allgemeine, rationale Functionen. Es 
besteht nun ein ganz ähnlicher Satz für den besonderen Fall, wo die 
rationale Function der Quotient zweier <D - Functionen vom Grade 

Stahl, Abel'iche Eonctionen. 6 
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fi srx n — 3 ist. Um denselben herzuleiten, betrachten wir^) im An- 
schluss an Satz (c) § 10 Schaaren von Punktgruppen S'^""^ {q^ > 1), 
für die ^2 > ^1 — i^ + 1 oder 

(1) ?2^%— jP + 2, 

die also stets durch adjungirte Curven n — 3*^ Grades oder durch O- 
Curyen ausgeschnitten werden. Solche Punktgruppen heissen Special- 
gruppen; ihr specieller Charakter besteht darin, dass die einzelnen 
Punkte einer jeden Gruppe der Schaar nicht beliebig sind, sondern 
dass durch einige derselben die übrigen bestimmt sind. Die Schaaren 
dieser Gruppen lassen sich zu je zweien einander zuordnen, derart, 
dass jede aus der anderen eindeutig abgeleitet werden kann. Es gilt 
nämlich folgender Satz: 

(a) Ist 5^~^ (3i> 1) eine Schaar auf F, für welche 

jg «= Wi — ß + 1 + ^1 (wo Ji ^ 1 nnd < p und m^ > |) — gj 

und legt man durch eine Gruppe 6?^"^ dieser Schaar eine 
<D-Curve, so ist der Rest von 2p — 2 — Wi« Wg Punkten 

wieder eine Gruppe 6?«"^ einer Schaar g^^, für die g^ 
den aus obiger Gleichung sich ergebenden Werth 
2i = ^i —P + 1 + 22 tat. 

Zum Beweise bilde man aus der Schaar g^^^ indem man zu 

jeder Gruppe derselben noch Qj — 1 festliegende, aber beliebig ge- 
wählte (und zwar zu jeder Gruppe dieselben) Punkte von jP=0 
hinzufügt, eine neue Schaar p^"l^ ^^ , für welche die Anzahl der will- 
kürlichen Parameter sich nicht vermehrt hat, wohl aber die Anzahl 

der Punkte in den einzelnen Gruppen. Durch eine Gruppö Gm^q^--i 
dieser Schaar lässt sich noch eine <D-Curve hindurchlegen, weil durch 
die Voraussetzung 22 "^ ^i "~ 1^ + 1 + 2i d^® Bedingung (2) § 10 
erfüllt ist. Da nun aber die Lage jener q^ — 1 festen Punkte be- 
liebig ist, so muss sich durch die Gruppe Gm^ noch mindestens eine 
oo'i—^ Schaar von <D- Curven legen lassen und die durch dieselben 

ausgeschnittenen Gruppen Gm^ bilden mindestens eine c»«»— ^ Schaar, 
d. h. es ist mindestens (> ~ 2i "" !• 

Andrerseits kann q nicht > g^ — 1 sein. Denn geht man um- 
gekehrt von einer Gruppe G%^ aus, so gelangt man durch die ent- 
sprechende Betrachtung zu Gruppen Gm^, wo 6 mindestens «sm^ — p 

1) Vgl. Brill-Nöther, Math. Ann. Bd. VII S. 280 ff. (1873). Die dortigen 
Zahlen Q^ JB, q, r sind in unserer Darstellung ersetzt durch Wj, w,, g, — 1, q^ — 1. 
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-f 1 + 9 sein muss. Dieselben müssen aber nach dem Restsatze 
der Schaar 5^""^ angehören. Man hat daher tf = g^ — 1 und folglich 

auch p — 2i — 1. (q. e. d.) 

Die Gleichungen des Satzes (a) lassen sich in die folgende über- 
sichtliche Gestalt bringen: 

m^ + ^^% = 2|) — 2, Wi + 2gi = w, + 2q^. (2) 

Zu jedem Werthepaar w^, q^ einer Schaar g^~^f welches der Be- 
dingung (1) genügt^ lässt sich demnach nur ein Werthepaar m^, g^ 
der Schaar ö*»~"^ bestimmen. 

Wir geben dem Satze (a) noch eine andere Form, die für spätere 
Anwendungen besonders geeignet ist. 

Da eine Schaar ff^^^ auf F = ausgeschnitten wird durch die 

q^ linear unabhängigen <D- Gurren, welche durch den Rest yon 
2p — 2 — Wi = i»2 Punkte^ gehen, und eine Schaar g^^"^ durch die ji 

linear unabhängigen <D-Curven, die durch den Rest von m^ Punkten 
gehen, so folgt aus (a): 

(II) Haben ♦»i(>p — ?i) Punkte bi (i=»l, • ., tn^) der Curve 
jP=0«eine solche specielle Lage, dass durch sie gleich- 
zeitig g'i ^ 1 und <|)) linear unabhängige ©-Curven hin- 
durchgehen und legt man durch dieselben eine Curve Oq, 
so hat der Rest von t»2 = 2ß — 2 — Wj Punkten ßx die Eigen- 
schaft, dass durch sie noch ft = tw^ — l^ + 2i+*l linear 
unabhängige <D-Curven hindurchgehen. (Riemann-Roch- 
scher Satz.) 

Die Sätze I und II sind durchaus ähnlich; sie bilden die Grund- 
lage zur Lösung der Aufgabe, eine rationale Function aus oo Punkten 
und Punkten herzustellen. Der Satz I wurde von Riemann ^) mit Hilfe 
des Dirichlet'schen Princips abgeleitet. Der Satz II wurde für ein- 
zelne, specielle Fälle (m^ =i>, J9 — 1, 1> — 2) von Riemann, allgemein 
aber auf dem von Riemann eingeschlagenen Wege von Roch^) be- 
wiesen. Wir geben diesen Roch'schen Beweis in § 13. In der Brill- 
Nöther'schen Form (a) des Satzes II tritt jedoch erst die Reciprocität 
der Schnittpunktsysteme deutlich hervor. Den Satz (II) erhält man 
auch mittels der Methoden, durch die Riemann das Verschwiuden der 
Thetafimctionen untersucht hat. (S. § 28 Satz XIV.) 

1) Riemann, Ges. W. S. 101, 111, 200 und 203. 

2) Roch, Joum. für Math. Bd. 64. S. 372 iF. 

6* 
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Es bleiben noch einige, den ßiemann-Boch'schen Satz (11) be- 
treffende Fragen zu erledigen^). In demselben ist angenommen, dass 
es m^ Punkte bi gebe, für die g^ linear unabhängige <D- Functionen 
verschwinden, ohne über m^ und q^ eine weitere Voraussetzung zu 
machen, als Wj + ö'i > P* Es fragt sich, wie viele der m^ Punkte 6t 
hierbei willkürlich sind und wie sich die übrigen aus ihnen be- 
stimmen. 

Wenn man sich die Aufgabe stellt, m^ Punkte zu finden, für 
die qi linear unabhängige <D- Functionen verschwinden, so wird man, 
da die allgemeine <D- Function noch p lineare, homogene Coefficienten 
enthält, vorläufig p — q^ Punkte 6^ beliebig wählen. Die für dieselben 
verschwiadende <D- Function ist alsdann von der Form 

wo die li beliebige Constanten sind und jede der g^ Functionen ^,- 
für die p — q^ gewählten Punkte bi verschwindet. Sollen alle diese 
Functionen noch für die % — 1> + ?i übrigen Punkte bi verschwin- 
den, so hat man die Gleichungen <Di = 0, . ., Oq^ = für diese 
^1 "~ 1^ + ö'i Punkte zu bilden, was q^ (Wj — J? + ffi) Gleichungen 
gibt und aus diesen Gleichungen die 7»^ — 1> + 2i Punkte 6< zu 
eliminiren (mit Hilfe der Gleichungen F(b^ = 0), was auf* 

Öl - 1)K - !> + «,) 
Bedingungen für die p — qi ersten Punkte bi führt. Sollen also m^ 
Punkte bi. die Eigenschaft haben, dass durch sie q^ linear unabhängige 
<D-Curven gehen, so sind von diesen Punkten noch 

(3) p — qt — iqi — 1) (twj —p + q,) = m^ -- q^im^ - p + q,) 

willkürlich. Diese Zahl kann aber nicht <» gesetzt werden, weil es 
alsdann nur eine endliche Zahl von m^ Punkten gäbe, für die q^ linear 
unabhängige 9 -Functionen verschwinden. Nach Satz (II) ezistiren 
aber solche Punkte auf 2^=0 cx)9*-i-fach; es muss also die Zahl 

(3) > & "~ 1 oder 5 % •"" J' + ffi sein, wenn die obige Aufgabe 
keinen Widerspruch enthalten soll. Man hat daher die Bedingung 

Die Lösbarkeit der gestellten Aufgabe ist daher an die Be- 
dingungen geknüpft 

(4) fe>l, P — Qi92^0, 

wobei zwischen m^, m^j qi, q^ die Relationen (2) bestehen. 

Die Bedingungen (4) und (2) dienen zu zwei Grenzbestimmuagen. 

1) Brill u. Nöther, 1. c. 
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Wir fragen erstens nach den absoluten Grenzwerthen der 
Zahlen m^, m^, Qi, q^- 

Die Zahlen q^ und q^ sind beliebig wählbar; nur ist qi^l, 92 >1. 
Femer ist qi<p und der zu einem gegebenen q^ gehörige Maximal- 

werth von q^ ist nach (4) bestimmt durch ^2 ^ — . Sind q^ und q^ 

gewählt, so ist Wi «= p — ffi + ia ~" 1 5 ^^»^ erhält also den Mazimal- 
oder Minimalwerth Yon %, indem man q^ möglichst klein, q^ möglichst 
gross wählt oder umgekehrt. Dies gibt die folgenden absoluten Grenz- 
werthe: 

min ?i ~ 1 also max q^ =|) und max m^ = 2p — 2A 



min jj = 2 „ max q^ 



2 



» 



Wir fragen zweitens nach dem Minimalwerth von m^ bei 
gegebenem q^. 

Um diese Frage für die spätere Anwendung gleich so zu lösen, 
dass m^ eine ganze Zahl wird, setze man mit Rücksicht auf (4) 



q^q^ + t, wo r<ft 



(6) 



und lasse ^i von 1 an wachsen und r von bis q^ — 1- Dann ist q^ 
von selber der zu p und einem gegebenen q^ gehörige Maximalwerth; 
die Gleichung m^^^ p — 3i + & ~ 1 8^"^^ den zugehörigen Miaimal- 
werth von m^ und (6) den zugehörigen Werth von r. 

Wir geben hierzu folgende, insbesondere für gg "*" 2 und ft «= 3 
später zu benutzende Tabelle. 



Qi 


P 


t 


minm, 


2 


2q, 
2q, + l 



1 


i> — ?! + 1 


3 


3<?i 

33, + 1 
3g, + 2 




1 

2 


P - ?. + 2 


9» 


iiQi + ■' 


«<2» 


P 9i + 9» 1 J 



(7) 



§12. Bildung der rationalen Function aus gegebenen Elementen. 

Die Sätze des § 11 führen zur Lösung einer fundamentalen Auf- 
gabe, nämlich zur Bildung einer rationalen Function von (^, y) aus 
gegebenen Elementen. Wir erinnern an die entsprechenden Unter- 
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suchungen für Functionen einer Yariabeln z. Benutzt man die 
Erklärung der Residuen von Gauchy^ nämlich: 

Ist eine rationale Function R{0) von der Ordnung m in den 
m Punkten y^, . ., ym oo^ wie Ci(£f — yi)-^ . ., Cm(z — ym)"'S so 
heissen die Coef&cienten C^, . ., Cm die Residuen der Function R{z) 
in den m Punkten y^, . ., y^, 

so gelten für die Bildung der Function R(0) die beiden^ eng zu- 
sammenhängenden Sätze: 

Eine rationale Function R (z) von der Ordnung m ist durch 
ihre m oo^ und m 0* Punkte bis auf einen constanten Factor be- 
stimmt; diese 2m Elemente sind unabhängig von einander. 

Eine rationale Function R(0) von der Ordnung m ist durch 
ihre m oo^ Punkte und die m zugehörigen Residuen bis auf eine 
additive Gonstante bestimmt; auch diese 2m Elemente sind unab- 
hängig von einander. 

Eine entsprechende Untersuchung für zwei Variabein (x, y), die 
durch die Gleichung F(x, y) = verbunden sind, führt nun zur 
Losung der beiden Aufgaben; eine rationale Function von (x^ y) zu 
bilden, wenn entweder ihre cx>^ und 0^ Punkte oder ihre c»^ Punkte 
und deren Residuen gegeben sind. Es zeigt sich aber dabei, dass 
jedesmal nur ein Theil dieser Elemente willkürlich wählbar ist und 
es handelt sich daher weiter um eine Untersuchung der Abhängigkeit 
dieser Elemente von einander. 

Wir bezeichnen hier und häufig im Folgenden einen bestimmten 
Punkt der Curve F{Xy y) == nicht durch seine Coordinaten, sondern 
durch einen einzigen Buchstaben a oder h. 

Die erste der beiden Aufgaben lautet: 

(A) Eine rationale Function R{x, y) von der Ordnung m aus 
den Coordinaten von m oo^ Punkten hi und von m 0^ Punk- 
ten «i (? = 1, . ., m) zu bilden und die Bedingungsgleichun- 
gen zwischen diesen 2m Punkten aufzustellen. 

Wir nehmen der Einfachheit halber an, R sei in den Punkten 
ai und hl bez. und oo von der ersten Ordnung und die Punkte a< 
und hl seien einfache Punkte mit endlichen Coordinaten. Für andere 
Annahmen ist die Betrachtung ganz ähnlich. Setzt man weiter vor- 
aus, die Function R habe für die beiden Zweige eines jeden Doppel- 
punktes von JFa=0 verschiedene Werthe, so ist R der Quotient 
zweier adjungirter Functionen von demselben Grade ft. Nach 
§ 11 sind zwei Fälle zu unterscheiden. 
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1. Fall. Der Satz I § 11 lässt sich so aussprechen: 

(I) Wenn die m oo^ Punkte bi einer rationalen Function R 
Yon der Ordnung m derart unabhängig sind, dass sie nicht 
auf einer <D-CurYe liegen, so muss m^p sein und es ist B 
der Quotient zweier adjungirter Functionen vom Grade 
ft>n — 3. Dabei sind die m <x>^ Punkte hi und m — p der 0^ 
Punkte tti willkürlich, die p letzten Punkte at aber durch 
die übrigen Punkte ai und die Punkte bi eindeutig be- 
stimmt. 

Hieraus folgt: 

(la) Die rationale Function R(x, y) von der Ordnung m ent- 
hält im Ganzen 2m-\-l Elemente, nämlich die m oo^ Punkte 
bij die m 0^ Punkte ai und einen constanten Factor; 
zwischen den 2m ersten Elementen bestehen |) Bedingungs- 
gleichungen. 

(Ib) Von den rationalen Functionen der Ordnung m mit 
denselben m willkürlichen oo^ Punkten bi sind nur m— 2) + l 
linear unabhängig oder zwischen m — 2> + 2 solchen 
Functionen besteht mindestens eine lineare, homogene 
Gleichung. 

(Ic) Die Zahl ^+1 gibt die niederste Ordnung an, die eine 
rationale Function R{x^ y) haben kann, wenn ihre (x^ 
Punkte 6/ auf F{Xy y) = sämmtlich beliebig sind. 

Man kann diesen letzten Satz auch unmittelbar zur Definition des 
Geschlechtes p verwenden^). 

Die Bildimg der Function 12 im 1. Falle und der p Gleichungen 
zwischen den Punkten ai und bi ist hiemach folgende: 

Der Nenner Mq yon B ist so zu bestimmen, dass er yer- 
schwindet 

in den r Doppelpunkten tf^, . ., 8r von F =0 und 
in den m willkürlichen Punkten tj, . ., bm- 

Nach dieser Bestimmung hat M^ noch n^i — 2r — m = i — m 0^ 
Punkte ßx (A = 1, . ., i — m), von welchen nach (I § 11) die i — m — p 
ersten beliebig sind, während die p letzten durch sie und die Punkte 
hl eindeutig bestimmt sind. Hieraus folgt, dass i — m>|) oder 

. Wft — 2r > w + (n — 1) (w — 2) — r (1) 



1) Weierstrass, in Vorlesungen von 1869 an. 
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sein muBS, eine Ungleichung^ die bei gegebenem m eine untere Grenze 
für fi liefert. 

Für den niedersten Werth m =» p -^ 1 z. B., den m bei willkür- 
lich gegebenen cx>^ Punkten bi annehmen kann^ folgt aus (1) ft>w — 2. 

Der Zähler M von B ist nunmehr so zu bestimmen^ dass er 
verschwindet 

in den r Doppelpunkten Ö^, . ., dr von 2^= und 

in den i — m Hilfspunkten ßx, in denen Jlfo = war. 

Nach dieser Bestimmung hat nach Satz (I) M noch m — p -{- l 
homogene^ lineare Coefficienteu; ist also von der Form 

m — p 

(2) M'^'^hM,, 

wo Jfo, Jf^, . ., Mm^p bestimmte, adjungirte Functionen vom Grade ft 
sind, welche sämmtlich in den Hilfspunkten ßi verschwinden, in welchen 
daher die Coefficienten der Potenzen von x und y von den Punkten ßiy 
also auch von den Punkten hi abhängen. Die Coefficienten Aa in (2) 
sind nun bis auf einen derselben (etwa Aq) schon eindeutig durch die 
m — p ersten, willkürlich wählbaren Punkte «/ bestimmt. Nach dieser 
Bestimmung sind die Coefficienten der Potenzen von x und y m M 
abhängig von den m Punkten hi und den m — p ersten Punkten a^. 
Drückt man aus, dass die p letzten Punkte ai ebenfalls 0^ Punkte von 
12 sein sollen, so erhält man die p Gleichungen 

(3) Jl!f=0, gebildet für die Punkte a^— p+i, . ., «m, 

welche die in (I) oder (la) erwähnten p Bedingungsgleichun- 
gen zwischen den 2m 0^ und cx>^ Punkten ai und hi von R dar- 
stellen. In diese p Gleichungen (3) gehen allerdings noch die (zum 
Theil willkürlichen) Hilfspunkte ßx ein. Nach (I) § 10 sind aber die 
p letzten Punkte ai ganz unabhängig von diesen Hilfspunkten oder 
stets dieselben, wie auch die Hilfspunkte beschaffen seien. Dieser 
Unabhängigkeit entsprechend lassen sich auch die p Bedingungs- 
gleichungen (3) zwischen den Punkten ai und hi auf eine (allerdings 
transcendente) Form bringen, welche nur diese Punkte und keine der 
Aufgabe (A) fremden Elemente enthält. (Vgl. Satz I und IV § 20.) 

2. Fall. Der Satz II § 11 lässt sich so aussprechen: 

(II) Wenn durch die m cx>^ Punkte \y . ., 6^ einer rationalen 
Function R der w*®° Ordnung q (^1) linear unabhängige 
0-Curven gehen, so muss m>p — g sein und es lässt sich 
iJ als Quotient zweier 0-Fuqctionen vom Grade ft = n — 3 
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darstellen. Dabei sind die m cx>^ Punkte bi und m — 1> + ö' 
der Punkte öj willkürlich, die p — q letzten Punkte a, aber 
durch die übrigen Punkte ai und die Punkte bi eindeutig 
bestimmt. Es bestehen daher zwischen den m cx) Punkten 
bi und den m O Punkten Oi p — q Gleichungen. 

Die Bildung der Function B und dieser p — q Gleichungen ist 
folgende. 

Der Nenner 0q von R ist vom n — 3*®** Grade und so zu be- 
stimmen, dass er verschwindet in den r Doppelpunkten dj, . ., ^r von 
F=0 und in den m willkürlichen Punkten b^, . ., &m. Nach dieser 
Bestimmung setzt sich 0q aus q linear unabhängigen, adjungirten 
Functionen n — 3*®** Grades 9i; • •, 99; die für die sämmtlichen m 
00^ Punkte bi verschwinden, linear zusammen in der Form 

*o = «i9i H 1-^393- *(4) 

Man wähle die Coefficienten x^, . ., Xq irgendwie; damit sind die 
2 j) — 2 — m übrigen 0^ Punkte ßx, die 0q ausser den Doppelpunkten 
und den Punkten bi besitzt, als Functionen der m Punkte bi be- 
stimmt. 

Der Zähler ® von R ist ebenfalls von n — 3*®° Grade und so 
zu bestimmen, dass er verschwindet in den r Doppelpunkten di von 
F und in den 2p — 2 — t» Hilfspunkten ßx, in denen Oq=^0 war. 
Nach dieser Bestimmung hat nach (11), da von den m 0^ Punkten 
ai von R noch m — i? + ? willkürlich wählbar sind, die Form 

O = Xq0q + A, <Di H f- Ax<^x (x = m — ß + g), (5) 

wo 0Q, ^1} "9 ^x bestimmte <D- Functionen sind, welche sämmtlich in 
den Hilfspunkten ßx verschwinden, in welchen daher die Coef&cienten 
der Potenzen von x und y von den Punkten ßx, also auch von den 
Punkten bi abhängen. Die Coefficienten Aq, A^, . ., Ax in (5) be- 
stimmen sich nun bis auf einen derselben (etwa Aq) eindeutig durch 
die m — 1> + 2 ersten 0^ Punkte ai von R, Die Coefficienten der 
Potenzen von x und y in O sind nach dieser Bestimmung abhängig 
von den m Punkten bi und den m — p -{- q ersten Punkten ai. Drückt 
man aus, dass die p — q letzten Punkte ai ebenfalls 0^ Punkte von R 
sein sollen, so erhält man die |9 — q Gleichungen 

<^ == 0, gebildet für die Punkte a^— p+9+1, . ., «m; (6) 

welche die in (H) erwähnten p — q Bedingungsgleichungen 
zwischen den 2m Punkten ai und bi darstellen. In diese p — q 
Gleichungen (6) gehen allerdings noch die (zum Theil willkürlichen) 
Hilfspunkte ßx ein. Nach (I) § 10 sind aber die p — q letzten Punkte 



90 Zweiter Abschnitt. [§ 12. 

Ol stets dieselben, wie auch die Hilfspunkte beschaffen seien. Dem- 
entsprechend lassen sich auch die jp — q Bedingungsgleichungen (6) 
zwischen den 2 m Punkten ai und hi auf eine (allerdings transcendente) 
Form bringen^ welche nur diese Punkte und keine der Aufgabe (A) 
fremden Elemente enthält. (Vgl. Satz I und IV § 20.) 

Für die durch Quotienten von ®- Functionen darstellbaren, ratio- 
nalen Functionen hat die Ordnungszahl m nach (5) § 11 die obere 

Grenze 2jp — 2 und die untere Grenze f- + 1. Die letztere Zahl 

gibt überhaupt die niederste Ordnung an, die eine rationale Function 
B{Xy y) bei allgemeiner Beschaffenheit von F{x^ y) = haben kann^). 
Wenn m noch unter diese Zahl herabsinkt, so muss F{x^ y) «= 
einen speciellen Charakter haben. Kann z. B. m auf 2 herabsinken, 
so ist die Gleichung F{Xy y) = vom Geschlecht p von sehr spe- 
cieller Art; sie führt auf die hyperelliptischen Functionen und 
Integrale. 

Für spätere Untersuchungen (§ 23) ist es wichtig, Quotienten 
von ©-Functionen zu bilden, die von möglichst niederer Ordnung 
sind, aber im Zähler noch eine Anzahl von willkürlichen, linearen, 
homogenen Coefficienten enthalten. Für diesen Fall hat man nach 
den Betrachtungen am Schlüsse von § 11 den Satz: 

(III) Soll ein Quotient von zwei <&- Functionen bestimmt 
werden, der in einer möglichst geringen Zahl m^ von 
Punkten hi oo wird und im Zähler noch eine gegebene 
(zwischen gewissen in § 11 angegebenen Grenzen liegende) 
Zahl ^2 ^ö^ linearen, homogenen Coefficienten enthält, 
so setze man p in die Form p = Ji^g + '^ (^o '^^Ja); wo- 
durch eine gewisse Zahl q^ bestimmt wird. Dann ist 
♦»1 =jp — ä'i + & "" 1 ^®^ Minimalwerth für die Ordnung 
der Function. 

So ist z. B. nach der Tabelle (7) § 11 für ^2 = 2 der gesuchte 

Quotient von der Form (A^^o + ^i*i) • *o ^^^ ^^^ ^i = P — 2i + 1> 
wo q^ sich bestimmt aus JJ = 2^1 oder p = 2gi + 1; für g^a ■= 3 ist 

der Quotient {Iq 0q + ^1*1 + ^a ^2) • *o ^^^ min m^ = p — g^ + 2, 
wo q^ sich bestimmt aus |)=3gi oder jP =3^1 + 1 oder i? = 3g'i + 2. 

Die zweite der oben gestellten Aufgaben lautet: 

(B) Eine rationale Function R(x, y) von der Ordnung m aus 
den m c»^ Punkten bi und den m zugehörigen Besiduen 



1) Vgl. auch § 13. 
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£{ (2 <= 1; . .; m) zu bilden und die Bedingungsgleichungen 
zwischen diesen 2m Elementen aufzustellen. 

Wir nehmen wieder der Einfachheit halber an ^ 22 sei in den 
Punkten bi oo von der ersten Ordnung und die Punkte bi seien ein- 
fache Punkte von jP == mit endlichen Coordinaten. 

Dabei ist die Erklärung der Residuen nach Cauchy die folgende: 
Ist eine rationale Function RQo, y) von der Ordnung m in den 
m Punkten 

Ä; yO> • '} Q>m VhJ oo^ wie B^ {x - b^y\ . ., B„, {x — b„)-\ 
so heissen die Goefficienten Bj, . ., Bm die Residuen der Function 
B{x^ y) in den m Punkten &i, . ., bm- 

Die Lösung der Aufgabe (B) führt, wie sich zeigen wird, auf den 
dem Satz (la) analogen Satz^): 

(IV) Eine rationale Function von der Ordnung m enthält 
im Ganzen 2m + 1 Elemente, nämlich die m oo^ Punkte 6<, 
die m zugehörigen Residuen Bi und eine additive Con- 
stante; zwischen den 2m ersten Elementen bestehen p 
Bedingungsgleichungen. 

Nach der Lösung der Aufgabe A (1. Fall) kann man stets eine 
rationale Function herstellen, die in |) + 1 willkürlich gewählten 
Punkten oo^ wird. Man bilde nun zur Lösung von Aufgabe (B) m 
solcher Functionen M^iN^y . ., Mm''Nm derart, dass alle diese 
Functionen in denselben p willkürlich gewählten Hilfspunkten 
|< (i = 1, . ., Jj) oo^ werden, und dass ausserdem Mi : Ni in dem 
Punkte bi oo^ wird. Aus ihnen setze man linear und mit unbestimm- 
ten Goefficienten die rationale Function 

■R = C'i ^^ + — )r Gmj^ + Cq . (7) 

zusammen^ die oo^ wird in den m Punkten bi und den p Punkten |,-. 
Damit diese Function B den Bedingungen der Aufgabe (B) genügt, 
sind die Gonstanten Ci so zu bestimmen, 

dass die Function (7) in a; = 6j oo wird, wie Bi{x — 6/)~^ und 
dass sie in den p Hilfspunkten !»• endlich bleibt. 

Setzt man zur Abkürzung 

N;{x) F'y - N;{y)F'x = ^' 
und bezeichnet das Resultat der Substitution der Goordinaten des 



1) In anderer Herleitung Riemann, Ges. W. S. 101. 
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Punktes 6* in diesen Ausdruck mit {Si\f so verhalt sich die Func- 
tion (7) 

in x«^bi wie Ci(Si\ {x — 6j)~^. 

Daher bestimmen sich die Constanten Ci in (7) durch die Resi- 
duen Bi und die oo Punkte li mittels der Gleichungen 

(8) a = Br.iSdör 

Ferner verhält sich die Function (7) 

in x = li wie (x — ^i)"^ -^ Ci(Si)^^. 

i 

Trägt man den Werth von d ein und drückt aus, dass in der Ent- 
wicklung von (7) in der Umgebung des Punktes |f der Coefficient 
von (x — li)~^ verschwindet, so erhält man die Gleichungen 



m 



(9) ^ B, (5,){, : i8,\ = (» = 1, . ., i,). 



J = l 



Dies sind in der That p Bedingungsgleichungen zwischen 
den m oo^ Punkten bi und den m zugehörigen Residuen Bi 
der Function R Aus ihnen bestimmen sich im Allgemeinen^), wenn 
w > |) und wenn die m — p ersten Werthe Bi und die oo^ Punkte bi 
gegeben sind, die p letzten Residuen Bi eindeutig, d. h. unabhängig 
von den p Hilfspunkten |,-, wie man aus den Sätzen des § 10 leicht 
beweist. Dementsprechend lassen sich auch hier die p Bedingungs- 
gleichungen zwischen den 2 m Elementen bi und Bi auf eine (rein 
algebraische und sehr einfache) Form bringen, welche nur diese 
Elemente enthält. 

Wir geben diese Gleichungen und ihre Discussion im nächsten §. 

§ 13. BedingungsgleichTingen zwischen den Elementen einer 

rationalen Function. 

Es bleibt noch übrig die p Bedingungsgleichungen zwischen den 
m <x> Punkten bi und den zugehörigen Residuen Bi einer rationalen 
Function R(Xf y) von der Ordnung m aufeustellen und zwar in einer 
von fremden Elementen freien Form^). Um dies durchzuführen, be- 
darf es einer Voruntersuchung über gewisse rationale Functionen von 
(a:, y), die lediglich von F{Xy y) = abhängen (Satz I), und eines 
Satzes (II), der sich auf diese Functionen bezieht. 

1) Vgl. § 13. .. 

2) In anderer Form Ehemann, Ges. W. S. 100 und 101. 
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Ist 9 eine allgemeine, adjungirte Function des n — 3>^^ Grades 
von jP«=0, so zeigt die Function 

9:Fy (1) 

auf der Curve jP = oder in der Yerzweigungsfläche T folgendes 
Verhalten: 

(a) Sie wird =0* in jedem der n Punkte (a? = oo, y ^^ oo). 

Denn in einem solchen Punkt ist F*y ^^^ cx)"—^ und * = c»"""'. 

iß) Sie wird = c»^ in jedem der o «• 2« + 2jp — 2 einfachen 
Verzweigungspunkte. 

Denn in einem solchen Punkte ist F'y = 0\ während 9 endlich und 
von verschieden ist. 

(y) Sie wird in keinem weiteren Punkte oo. 

Denn in einem Doppelpunkt ist zwar für jeden der beiden Zweige 
jP'(y) = 0^, ebenso aber auch <& = 0^, der Quotient (1) bleibt endlich. 

Eine rationale Function von (x^ y), welche die drei Eigen- 
schaften (a, ß^ y) besitzt, heisst ein Integrand 1. Gattung^); es ist 
leicht zu sehen, dass die Function (1) der allgemeinste Integrand 
1. Grattung ist. 

Ist nämlich 8 eine rationale Function mit den Eigenschaften 
(a,/J,y), so zeigt die Function 8 • F'y in T folgendes Verhalten: sie ist 
= cx)»— ' in jedem der n Punkte (x b= c», y «= oo); sie ist = 0^ in 
einem Doppelpunkt für jeden der beiden Zweige desselben; sie ist 
femer =» 0^ in den unbestimmt gelassenen , im Endlichen auf jP <» 
oder in T gelegenen Nullpunkten von 8 und sie ist endlich und von 
verschieden in allen übrigen Punkten insbesondere in den Verzwei- 
gungspunkten. Die Ordnung der Function ist gleich der Zahl ihrer 
oo^ Punkte, also gleich n(n — 3). Da die Function 8 • Fy nur oo 
wird in den Punkten (a; — c», y = oo) und da sie in jedem Doppel- 
punkte für jeden der beiden Zweige denselben Werth (0^) annimmt, 
so ist sie nach Satz (I) § 8 eine rationale, ganze Function in (x, y) 
vom Grade n — 3; und da sie gleichzeitig jP=0 adjungirt ist, so 
ist sie eine <P-Function, Die allgemeinste rationale Function 8, die den 
Bedingungen (a, /J, y) genügt, ist also in der That von der Form (1). 

Da p liiiear unabhängige <&- Functionen CP^, . ., O^ existiren 
(Satz II § 10), so gibt es auch p linear unabhängige Integranden 
1. Gattung, nämlich 

(2) 



• . • . 



F'y' ' Fy 



1 Riemann, Ges. W. S. 110. 
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Daher der Satz: 

(I) Der allgemeinste Integrand 1. Gattung ist von der 
Form (1), d.h. Quotient einer allgemeinen O-Function 
durch Fy, Die Zahl der linear unabhängigen Integran- 
den 1. Gattung ist >=» py d. h. gleich dem Geschlecht der 
Gleichung F{Xy y) = 0. 

Sei nun femer 

(3) Pix, y) 

eine beliebige, ganze oder gebrochene, rationale Function der Ord- 
nung fi. Setzt man T{Xy y) ^^^ Q und betrachtet x als die unab- 
hängige Variable, so ist mit Bücksicht auf F(Xf y) »» 

{A\ ^ _ P'(x)äx + P'ydy F'yPy — F'xP'y 

W ax~ dx "" ' F'y 

Daher ist auch —^ und ebenso j— eine rationale Function von 

dx dQ 

(x, y) oder eine irrationale Function von x. Bildet man mit Hilfe 
des allgemeinen Integranden 1. Gattung (1) die Function 

W F'y dg' 

SO ist auch diese eine rationale Function von (x, y) oder eine irra- 
tionale Function von x. Man denke sich nun durch die Gleichungen 
T{Xy y)^^ Q und F{Xy y) «» statt x die Grosse q als unabhängige 
Variable eingeführt, betrachte also (5) als irrationale Function von q. 
Zu einem bestimmten Werthe q von P{Xy y) gehören nach Vor- 
aussetzung fi Punkte in T, die bezeichnet seien mit (ä;;, y«) (!>»1, . ., fi). 
Dieselben ändern bei stetiger Werthänderung von q ebenfalls stetig 
ihre Lage in T, oder die Coordinaten (xiy yi) der fi Punkte sind 
stetige Functionen des Werthes q. Bildet man nun die rationale 
Function (5) von (x, y) fiir die fi Punkte (xiy yi) und bezeichnet die 
Summe dieser ft Werthe durch 



w 2 [Alf] 



so ist dieser Ausdruck ebenfalls eine Function vobp. Um den 
Charakter dieser Function festzustellen, denke man sich eine beson- 
dere Ebene als Ort der complexen Variabein q. Beschreibt q in der- 
selben eine geschlossene Curye C — die nicht durch einen solchen 
Punkt Q führt, dass von den ii entsprechenden Punkten {xi, yi) eine 
in einen Verzweigungspunkt oder Doppelpunkt von T föllt — so be- 
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sclireiben die ft zugehörigen Punkte (ajj, yi) ia T ii getrennte Wege 
Ci, . ., Cfi, die wieder nach den (i Punkten (xiy yi) zurücklaufen, jedoch 
im Allgemeinen so, dass die Endpunkte eine Permutation der An- 
fangspunkte sind. Daher ist der Endwerth von (6) gleich dem An- 
fangs werth, da (6) eine symmetrische Function der (i Punkte (xi, yi) 
ist. Hieraus folgt, dass (6) eine einwerthige Function von q ist. 
Wenn sich nun zeigt, dass (6) nur für eine endliche Zahl von 
Werthen q oo wird und für jeden dieser Werthe nur in endlicher 
Ordnung oo wird, so muss (6) eine rationale Function von q sein, 
und wenn sich weiter zeigt, dass (6) für keinen Werth von q oo 
wird, so muss (6) eine Constante sein, d. h. ganz unabhängig von 
dem Werthe von 9, dem das Punktsystem (xi, yi) in (6) entspricht. 
Diese Constante ist bestimmt, sobald man den Werth von (6) für 
einen Werth von q kennt. Untersuchen wir also den Ausdruck (6) 
für alle Werthe von p, für die er möglicherweise cx> werden kann. 

1) Nimmt q einen solchen Werth an, dass einer der ^ Punkte 
{xiy yi) in einen Doppelpunkt von T fällt, so bleibt das ent- 
sprechende Glied in (6) endlich. 

Denn in einem Doppelpunkt ist für jeden der beiden Zweige 
F'x = 0, Fy == 0; es ist aber * : Fy und ebenso nach (4) 

j- endlich und von verschieden. 

2) Nimmt q einen solchen Werth an, dass einer der 11 Punkte 
(xi, yi) in einen Verzweigungspunkt von T fällt, so bleibt 
wieder das entsprechende Glied in (6) endlich. 

Denn in einem Verzweigungspunkt ist i^'y = 0^, also 

O : i^'y = 00*; zugleich aber ist nach (4) t- = 0*; das Product 
ist endlich und von verschieden. 

3) Nimmt q einen solchen Werth an, dass einer der fi Punkte 
{xiy yi) in einen der n Punkte {x = cx>, y «= 00) fällt, so ist das 
entsprechende Glied in (6), also auch (6) selber, endlich (oder 0). 

Denn ist q in dem betreffenden Punkte (x = 00/ y = 00) 
endlich, so gelten die Entwicklungen 

dx 

also ist j- = 00^, während ^ : jF y = 0^ wird, so dass in dem 

betreffenden Punkte das entsprechende Glied von (6) endlich 
bleibt. 

Ist aber q in dem betreffenden Punkte (a; = c», y = 00) 
selber c», etwa in ^*®'' Ordnung, so gelten die Entwicklungen 



96 Zweiter Abichnitt. [§ 18. 

duß 

daher ist t- *= 0«—*, während <& : i^'y = 0* wird, so dass in 

dem betreffenden Punkte das entsprechende Glied von (6) =0«+^ 
wird. 

4) Wird schliesslich p «» oo in einem Punkte (x, y) = (6, y*) niit 
endlichen Coordinaten, so wird jedes Glied in (6) a= 0* also (6) 
selber — 0*. 

Denn in einem solchen Punkt ist 

Q proportional mit {x — &)""S ^^ mit (x — &)"*, 

ox 

also wird j- = 0*, während * : F'y endlich bleibt. 

Hiemach wird die Summe (6) nirgends oo; sie ist folglich eine 
Gonstante und diese Gonstante ist 0, weil fQr den Werth p bb oo 
der Ausdruck (6) = ist, wie in 4) gezeigt wurde. 

Führt man in (6) die Werthe (xi, yi) in das Innere der Klammer 
ein und lässt den allen Gliedern im Nenner gemeinsamen Factor dg 
weg, so hat man die Gleichung 

Ein Ausdruck der Form 0{x^y)dx: Fy heisst ein Abel'sches 
Differential 1. Gattung; dasselbe hängt nur von F{Xy y) «» ab. 
Die Gleichung (7) enthält das sogenannte AbePsche Theorem für 
Differentiale 1. Gattung^), nämlich: 

(II) Für jedes Differential 1. Gattung ist die Summe der 
Differentiale, gebildet mit den Punkten (xiy yi) (?«=!,.., fi), 
in welchen eine ganze oder gebrochene, rationale Func- 
tion P(x, y) von der Ordnung fi denselben Werth an- 
nimmt, gleich 0. 

Dieser Satz ist ein specieller Fall des AbeFschen Theorems für 
das allgemeine Abel'sche Differential, das sich in derselben Weise 
wie oben die Gleichung (7) ableiten lässt. (Vgl. § 19 Satz VI.) 
Da es p linear unabhängige 0- Functionen gibt, die durch 0^, .., Op 
bezeichnet sein mögen, so zerföllt auch die Gleichung (7) in p 
Gleichungen, nämlich 



(8) 






1) Riemann, Ges. W. S. 116. 
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Dies giebt den Satz: 

(ni) Wenn eine rationale Function P{Xy y) von der Ord- 
nung fi denselben Werth q annimmt in den ^ Punkten 
{xiy tfi), so bestehen zwischen diesen (i Punkten und den 
ft Differentialen dxi (die eine gewisse Fortschrittsrich- 
tung der Punkte (xi, yi) in der Fläche T angeben) stets 
p Relationen der Form (8)^ unabhängig von dem jedes- 
maligen Werth von p. 

Wir wenden diesen Satz auf die im vorigen § betrachtete Func* 
tion B(Xj y) von der Ordnung m an, für welche die m oo^ Punkft 
durch bi und die zugehörigen m Residuen durch Bi bezeichnet wur- 
den; wir führen aber zugleich statt R eine rationale Function r von 
derselben Ordnung m ein mittels der Substitution 

«-F^- (9) 

Dann sind b^, . ., bm diejenigen m Punkte, in welchen die ratio- 
nale Function r den Werth b annimmt. Daher gelten die p Gleichungen 
(8), wenn man in denselben ft durch m und x^, . ., Xf^ durch b^, . ,, bm 
ersetzt, wobei wir unter bi zugleich die :&- Ordinate des Punktes bi 
verstehen. Nun ist das zu bi gehörige Residuum Bi von 22 nach (9) 

B; = limB(x- h) - (6 - a) • lim ^^'= {b-a) (^) 



X=)&r X^bf X=b6i 



db. 



(10) 



B.db 
Setzt man daher für dxi in (8) den Werth dbt =» . und unter- 
drückt den allen Gliedern gemeinsamen Factor ._ ; so erhält man 
die p Gleichungen 1): 

oder den Satz: 

(IV) Ist B{x, y) eine rationale Function von der Ordnung m 
und sind die m cx>^ Punkte b^y . ., bm derselben einfache 
Punkte im Endlichen von T, so bestehen zwischen ihnen 
und den m zugehörigen Residuen Bi, . ., Bm die p Glei- 
chungen (11); die ausser diesen Elementen nur von 
F(Xy y) a= abhängen. 

1) Vgl (6) § 19. 

Stahl, AbePsohe Ftuactionen. 7 
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Wir verweilen noch kurz bei den Gleichungen (11). Biemann 
gelangt zu denselben auf transcendentem Wege, indem er die rationale 
Function R durch eine Summe von Integralen zweiter Gattung dar- 
stellt und die Bedingungen aufsucht, unter denen eine solche Summe 
in der Fläche T eindeutig ist (s. Gl. 7 § 17). Er kommt dabei unter 
Voraussetzung des fundamentalen Satzes (der ebenfalls auf transcen- 
dentem Wege gewonnen wird); dass es stets p linear unabhängige ^- 
Functionen oder Differentiale 1. Gattung gibt, gerade zu den obigen 
Gleichungen (11) als den einzigen Bedingungen, die zwischen den cx>^ 
Igunkten hi und den zugehörigen Residuen Bi der rationalen Function 
bestehen müssen. Die Discussion der Gleichungen (11) führt alsdann 
zu dem Biemann'schen Satze (in der Form (I) § 11) und seiner Er- 
weiterung durch Roch (in der Form (II) § 11). Es ist von Interesse, 
diese Biemann-Boch'sche Discussion kennen zu lernen, da bei der- 
selben die Bedeutung der O-Functionen besonders deutlich hervortritt. 
Wir nehmen also an, man habe die Gleichungen (11), ohne über die 
Ordnungszahl m und die Lage der oo^ Punkte bi von ü in T eine 
Annahme zu machen^ auf dem angegebenen Biemann'schen Wege (§ 17, 
Gl. 7) gewonnen und stellen die Aufgabe, aus diesen Gleichungen die 
Grenzen für die Ordnungszahl m und das Gesetz der Abhängigkeit 
zwischen den oo^ und 0^ Punkten der rationalen Function R zu er- 
mitteln. 

Es wird von der Beschaffenheit der Function R oder der m Punkte 
bi abhängen, ob die p Gleichungen (11) linear unabhängig sind oder 
nicht d. h. ob es p constante Factoren gibt, mit denen sie multipli- 
cirt die Summe geben oder ob dies nicht zutrifft. Hiernach sind 
(wie in § 12) zwei Fälle zu unterscheiden; im ersten Falle ist R eine 
Function von allgemeiner, im zweiten Falle eine Function von be- 
sonderer Art; wir beginnen mit dem ersten Fall, der dem ersten Fall 
in § 12 S. 87 entspricht. 

1. Fall. Hier gilt der Satz: 
(Y) Sind die p Gleichungen (11) linear unabhängig, so sind 
die m Punkte &<, in welchen die rationale Function R oo^ 
wird, derart unabhängig von einander, dass sie nicht auf 
ein und derselben <&-Curve liegen. 

Denn, angenommen die m Punkte bi lägen auf einer 4P-Curve 
Aj^i -f- •••-{- Ap<&p = 0, so würden die p Gleichungen (11), multipli- 
cirt mit diesen Factoren A und addirt, identisch geben, was der 
Voraussetzung, dass die Gleichungen (11) linear unabhängig seien, 
widerspricht, (q. e. d.) 
(Va) Umgekehrt: Sind die m Punkte 6/, in denen eine ratio- 
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nale Function R oo^ wird^ derart unabhängig, dass sie 
nicht sämmtlich auf ein und derselben O-Curve liegen, so 
sind die p Gleichungen (11) linear unabhängig. 

Denn, angenommen, die p Gleichungen (11) seien linear abhängig 
und das zugehörige Factorensystem sei A^, . ., Xp, so müssten bei der 
Addition, damit die Summe identisch würde, die Goef&cienten von 
Biy . ., Bm verschwinden d. h. die m Punkte bi auf derselben <&-Curve 
liegen, was der Voraussetzung widerspricht, (q. e. d.) 

Zugleich muss in diesem Falle w >jp sein; denn (ilr m =^ p (und 
ähnlich für m <jp) hätte man aus (11) durch Elimination der Bi 

d. h. ebensowohl die m Punkte bi müssten auf derselben O-Curve 
liegen als auch die Gleichungen (11) wären linear abhängig. Wir 
fassen dies so zusammen: 

(VI) Sind die m oo^ Punkte 6/ einer rationalen Function der- 
art willkürlich, dass sie nicht 0-Punkte ein und derselben 
(^-Function sind, so muss m>p sein. Von den m Residuen 
Bi sind alsdann noch m — p willkürlich, die p letzten aber 
durch sie und die Punkte bi eindeutig bestimmt. 

2. Fall. Hier gilt der Satz^: 

(VII) Sind die p Gleichungen (11) linear abhängig von ein- 
ander derart, dass q derselben eine identische Folge der 
übrigen sind, so müssen die m Punkte bi 0- Punkte der 
nämlichen q linear unabhängigen ^-Functionen sein. 

Zum Beweise seien die p — q letzten der Gleichungen (11) linear 
unabhängig, die q ersten aber eine identische Folge derselben, so dass 
man hat p> q^ 1 und m> p — q. Alsdann müssen die p — q 
letzten Gleichungen (11), mit gewissen Factoren A^'+i, . ., Xp multipli- 
cirt und addirt, die erste Gleichung (11) ergeben, mit andern Factoren 
Ag+i, . ., Xp multiplicirt und addirt, die zweite Gleichung (11) u. s. f. 
bis zur 2**° Gleichung (11). Man erhält so die q Gleichungen 

p p 

^X-Oi = 0, . . ., X,0, — ^X^Hi = (12) 

,•=3 + 1 

und jeder dieser q Gleichungen genügen die sämmtlichen m oo^ Punkte 
bi der Function R. Mehr als q Gleichungen aber können nicht durch 
die sämmtlichen m Punkte hi befriedigt werden, weil sonst mehr als 




1) Roch, Joum. für Math. Bd. 64, p. 372 ff. (1864); vgl. auch Brill und 
Nöther, Math. Ann. VII. S. 290 (1873). 
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q der Gleichungen (11) eine identische Folge der übrigen wären, 
(q. e. d.) 

(Vlla) Umgekehrt: Sind die m Punkte 6,, in denen eine ra- 
tionale Function E oo^ wird, von der speciellen Lage, 
dass für jeden derselben die nämlichen q linear unab- 
hängigen O-Functionen verschwinden, so sind von den 
p Gleichungen (11) q eine identische Folge der übrigen. 

In der That, die q linear unabhängigen 0-Curven, welche durch 
die m Punkte bi gehen, lassen sich, wenn O^, . ., Op linear unab- 
hängige O- Functionen sind, auf die Form (12) bringen. Jede dieser 
Gleichungen wird also durch die sämmtlichen m Punkte bi befriedigt. 
Denkt man sich die hieraus entstehenden mq Gleichungen in m 
Reihen angeschrieben, deren jede die q Gleichungen (12) enthält, ge- 
bildet für einen der m Punkte bi] multiplicirt man femer je m 
untereinander stehende, zu demselben Ausdruck (12) ge- 
hörige Gleichungen, indem man unter JB^, . ., Bm vorläufig ganz be- 
liebige Grössen versteht, bez. mit 

^1 : (F'yX, . . . ., JBm : (F'y)*, 
und addirt, so erhält man die q Gleichungen 

Unterwirft man nun die m Grössen J^^, . ., Bm den p — q Glei- 
chungen 

li^X-o IlMr"- 

wobei, da w>jp — q ist, ein Theil der m Grossen JB*, nämlich 
m — p •}- q derselben, beliebig bleibt, so folgen von selber die q 
weiteren Gleichungen 

Das heisst aber, von den p Gleichungen (11) sind q eine identische 
Folge der übrigen, (q. e. d.) 

Diese Betrachtungen geben den Satz: 

(VIII) Sind die m c»^ Punkte bi einer rationalen Function 
B nicht unabhängig, sondern so beschaffen, dass für 
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jeden derselben die nämlichen q linear unabhängigen O- 
Functionen verschwinden, so muss m>jp — q sein. Von 
den m Residuen Bi der Function R sind alsdann noch 
fji — jp + 2 willkürlich, die p — q letzten aber durch sie 
und die m Punkte b; eindeutig bestimmt. 

Die Sätze (VI) und (VIII) sind nun identisch mit den Sätzen (I) 
und (II) in § 11. Denn die hier gefundene Abhängigkeit zwischen 
den oo^ Funkten bi und den Residuen Bi lässt sich mittels der Form 
(7) § 12 der Function R leicht in die früher (§ 11) gefundene Ab- 
hängigkeit zwischen den oo^ Punkten bi und 0^ Punkte ai von R um- 
setzen. 

Der Fall 2 tritt immer ein, wenn m^p ist; es kann indess auch 
m>p sein. Aber es hat m eine obere Grenze, nämlich m^2p — 2, 
da eine <&-Curve, abgesehen von den Doppelpunkten, nur 2p — 2 
0^ Punkte besitzt und es hat andrerseits m eine untere Grenze, näm- 
lich m^~ + l, wie in § 11 61. (5) gezeigt wurde. Das letztere 

ergibt sich auch durch eine einfache Abzahlung^), wenn man die 
m cx)^ Punkte bi von R nicht als gegeben annimmt, sondern so be- 
stimmt, dass die Ordnung m von R eine möglichst niedere wird. 
Nach (la) § 12 hat eine rationale Function R von der Ordnung m 
im Ganzen 2w + 1 Elemente, nämlich die m oo^ Punkte bi, die 
m 0^ Punkte ai und einen constanten Factor; zwischen den 2m ersten 
Elementen bestehen p Bedingungsgleichungen. Femer muss von den 
m Punkten h und von den m Punkten a* je einer willkürlich sein. 
Denn ist R ^^ M: N von der Ordnung w, so ist auch die Function 
Iq (Jf + ^N) : (Jf -j- t^N)y wo Ao, A, f* constante Coefficienten sind, 
von der Ordnung m. In dieser Function ist wegen der willkürlichen 
Parameter k und fi je einer der 0^ und der oo^ Punkte willkürlich; 
dasselbe muss von der Function R =^ M: N gelten. Nach willkür- 
licher Bestimmung je eines der Punkte ai und bi und des Factors Xq 
hat R noch 2m — 2 Elemente, welche p Bedingungsgleichungen ge- 
nügen müssen. Dies ist nur möglich, wenn 2 m — 2^p oder m^^-f-1 
ist. (q. e. d.) 

1) Riemann, Ges. W. S. 101. 



Dritter Abschnitt 
Die Aberschen Integrale. 

Im zweiten Abschnitt wurden die zu F{Xy y) =* gehörigen 
rationalen Functionen von {x^ y) auf ihre charakteristischen Eigen- 
schaften und ihre Bildungsweise untersucht. Das Gleiche soll jetzt 
mit den Integralen dieser rationalen Functionen^ den sogenannten 
Aberschen Integralen geschehen, deren Differentiale zum Theil 
schon im zweiten Abschnitt aufgetreten sind. Wie bei den rationalen 
Functionen die Curve n*®' Ordnung, so ist bei den AbeFschen Integralen 
die n- blättrige Verzweigungsfl'äche T von y als geometrisches Bild 
der Gleichung F{Xy y) = vorzuziehen. Wir untersuchen zuerst in 
§ 14 — 17 die Abel'schen Integrale selber; es zeigt sich, dass die- 
selben in einzelnen Punkten der Verzweigungsfläche T nicht nur 
algebraisch, sondern im Allgemeinen auch logarithmisch unendlich 
werden, und dass sie in T nicht eindeutige, sondern unendlich viel- 
deutige Functionen des Ortes von bestimmtem Charakter sind. Man 
kann das allgemeine AbePsche Integral zusammensetzen aus dreierlei 
Gattungen von Integralen, deren Eigenschaften und Bildungsweise 
besonders einfach und charakteristisch ist. Wir betrachten zweitens 
in § 18 — 21 die Beziehungen, die zwischen Abel'schen Integralen 
unter sich oder zwischen ihnen und rationalen Functionen stattfinden. 
Dabei ergeben sich eine Reihe von Darstellungen und Sätzen, von 
denen wir als das Wichtigste hier nur das AbeVsche Theorem hervor- 
heben. 

§ 14 Das allgemeine, Abersohe Integral.^) 

Wir beginnen mit den Eigenschaften des allgemeinen, zu 2^(a:,y)=0 
gehörigen, Abel'schen Integrals. Dasselbe hat, wenn P(a;, y) eine 
rationale Function von (a?, y) bezeichnet, die Form 

« , y 

(1) W=JP(x,y)dx, 

wobei der Integrationsweg eine beliebige Curve in der n-blättrigen 
1) Puiseux-Fischer, Unters, üb. algebr. Funct. Halle 1861. S. 129 ff. 
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Yerzweigungsfläche T zwischen einem festen Anfangspunkt (|; i}) und 
einem variabeln Endpunkt {Xy y) ist. 

Betrachtet man W als Function der Coordinaten des Punktes 
{x, y) in Tj so ist diese Function charakterisirt einerseits durch ihre 
ünstetigkeiten, andrerseits durch ihre Vieldeutigkeit. Bei der 
Besprechung derselben mögen vorerst noch die allgemeinen Voraus- 
setzungen gelten^ die in § 2 über die Fläche T und in § 6 über eine 
rationale Function P(Xj y) gemacht wurden. 

Wir untersuchen zuerst die Integralfunction W auf ihr Ver- 
halten in einzelnen Punkten von 7. W ist stetig in einem 
Punkte (a?!, y^) von T (auch wenn derselbe ein Verzweigungspunkt 
ist), falls für (a; = a?i , y «= y^) lim {x — Xj) P {x, y) = und stetig in 
einem der n Punkte (aj = oo, y = c»), wenn für diese Werthe 
lim x~^ P(Xf y) =^ ist. Im Allgemeinen ergibt sich das Verhalten 
von W in einem Punkte (x^y y^) von T aus der in der Umgebung 
dieses Punktes gültigen Reihenentwicklung der Function P (x, y) nach 
Potenzen von x — Xi durch Integration nach x. Um verschiedene 
Lagen des Punktes gleichzeitig zu berücksichtigen, sei jedem Punkte 
von T die Grösse s zugeordnet, die in ihm unendlich klein von der 

ersten Ordnung ist, so dass s die Bedeutung x — fl?i, (x — x^y oder 
x~^ hat, je nachdem der Punkt ein einfacher Punkt (mehrfache 
Punkte ohne Verzweigung inbegriffen) oder ein (A — l)-facher Verzwei- 
gungspunkt im Endlichen von T oder einer der Punkte (a;=oo, y=oo) 
ist. In der Umgebung dieser Punkte ist alsdann P(r&, y) jedesmal 
dargestellt durch eine Entwicklung von der Form (§ 6 Satz H) 

P(ß:, y) = ?(s) + Si^' + s^s-* + . ., (2) 

WO ^(s) eine nach ganzen Potenzen von s mit positiven Exponenten 
fortschreitende Reihe bezeichnet und wo die nachfolgenden Glieder 
mit negativen Exponenten, welche die Art der Unstetigkeit von P(a;, y) 
in dem betrachteten Punkte angeben, nur in endlicher* Zahl vor- 
kommen. Aus (2) ergibt sich, wenn man mit dx multiplicirt und 
die Integration ausführt, nachdem s durch seine verschiedenen Werthe 
ersetzt ist, für W im Allgemeinen ein Ausdruck von der Form 

W='^,(s) + A log 8 + ^,s-^ + Ä,s-' + . ., (3) 

WO ^i(s) wieder eine aufsteigende Potenzreihe von s ist und wo die 
Glieder mit negativen Exponenten wieder bis zu einer endlichen Ord- 
nung ansteigen. 

• 

Hieraus ist ersichtlich, dass das Abel'sche Integral W im Allge- 
meinen nicht nur algebraisch, sondern auch logarithmisch unendlich 
wird. Ein im Endlichen von T liegender P^kt (x^^ y^) ohne oder mit 
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Fig. 8. 



Verzweigung ist ein logarithmischer Unstetigkeitspunkt von W, 
wenn in der Entwicklung yon P{Xj y) in der Umgebung des Punktes 
das Glied {x — a^i)""* vorkommt; einer der n Punkte (ic = oo, yv=z(x>\ 
von T, wenn in der Entwicklung von P(Xy y) in der Umgebung 
dieses Punktes das Glied xr-^ vorkommt. 

Wir untersuchen zweitens die Vieldeutigkeit der Integral- 
function W in der Verzweigungsfläche T. Nach den allgemeinen 

Methoden von Cauchy und Bie- 
mann hat man die m Punkte 

(j^h yd (^ "= 1; • •> ^) ^®r Fläche 
T, in denen W logarithmisch 

unendlich wird und zu denen 
auch Verzweigungspunkte oder ein- 
zelne der Punkte (a? = oo, y = oo) 
gehören können , durch kleine 
Kreise auszuschneiden und die so 
durchlöcherte Fläche durch Quer- 
schnitte in eine einfach zusammen- 
hängende Fläche T' zu verwandeln. 
Diese Querschnitte, die einander nicht schneiden sollen, bestehen nach 
§ 2 (s. Fig. 8; die Punkte X und die Schnitte &i sind hier weg- 
zudenken). 

1) in den p Querschnittpaaren a,-, h und den zugehörigen Schnitten 
d, die je ein Paar mit dem beliebigen Punkte verbinden 
(i=l, ..,!)), 

2) in m Schnitten fi/, welche den Punkt mit den um die m Punkte 
{xi, yi) gelegten Kreisen verbinden (i = 1, . ., w). 

Sind keine logarithmischen Unstetigkeitspunkte vorhanden, wie 
bei den Integralen 1. und 2. Gattung, so fallen die Schnitte 2 weg. 

Femer unterscheide man an jedem Querschnitt beliebig einen 
positiven (+) und einen negativen ( — ) Rand, bezeichne den Werth 
von W in gegenüberliegenden Punkten dieser Ränder bez. mit W"^ 
und TF"" und ermittle die constanten Werthdifferenzen P = TF+ — W~~ 
die W längs jedes Querschnittes besitzt. Dies geschieht, indem 
man W auf einer Curve von einem Punkte des — Randes zu dem 
gegenüberliegenden Punkte des -|- Randes führt, ohne dabei einen 
Querschnitt zu überschreiten. Diese Werthdifferenzen P sind charak- 
teristisch für W und heissen nach Riemann die Periodicitäts- 
moduln von W.^) Im Einzelnen ergibt sich Folgendes: 



1) Nach Puiseuz, 1. c. S. 84 auch kürzer „Perioden** yon W, 
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Die Periodicitätsmoduln von W an den Schnitten d 
sind gleich 0; die Schnitte d können daher ganz unberücksichtigt 
bleiben. 

In der That, um den Periodicitätsmodul von TT an c< oder die 
Differenz der Werthe von W in einem Punkt a des — Randes und dem 
gegenüberliegenden Punkt a' des + Randes von c,- zu erhalten, hat 
man das Integral (1) vom Punkt a aus längs des — Randes von Ci 
bis zum Ereuzungspunkt des Querschnittpaares a,-, hij alsdann längs 
der beiden Ränder dieses Paares (entgegengesetzt der Pfeilrichtung) 
imd schliesslich längs des 4~ Randes von c» bis zu dem Punkt a zu 
führen. Dabei ist die Richtung^ in der man die Ränder je eines der 
Querschnitte a« und &,• und ebenso die des Stückes von Ci durchläuft^ 
in je zwei gegenüberliegenden Punkten dieser Schnitte entgegengesetzt; 
während der Werth der zu integrirenden rationalen Function P(a;, y) 
in solchen zwei Punkten der gleiche ist. Daher heben sich die Elemente 
des Integrals (1) in je zwei solchen Punkten gegenseitig auf und der 
Gesammtwerth des Integrals ist 0. (q. e. d.) 

Die Periodicitätsmoduln von W an den Querschnitten 
üi und hi sind gewisse, endliche Werthe 

an a,-: üfi, an 6,-: Ni, (4) 

Der Werth Mi wird gefunden, indem man TT in T' vom — zum 
+ Rande von o,- führt, was etwa längs der — Seite von 6,- im Sinne 
des Pfeiles geschehen kann; der Werth -Ni, indem man W in T' 
vom — zum + Rande von 6,- führt, was längs der + Seite von a,- 
im Sinne des Pfeiles geschehen kann. Man überzeugt sich leicht, 
dass der Werth von Wj der für einen gewissen Integrationsweg 
zwischen (|, ri) und {x, y) in der Fläche T gilt, bei Verlegung des 
Weges jedesmal um Mi wächst, so oft der neue Weg einmal den 
Schnitt a< von der + zur — Seite und um JVi, so oft der neue Weg 
einmal den Schnitt hi von der + zur — Seite überschreitet. 

Die Periodicitätsmoduln von W an den Schnitten Sj sind 
ebenfalls endliche Werthe. 

Ist nämlich ein logarithmischer Unstetigkeitspunkt {xi, yi) von 
W einfacher Punkt im Endlichen von T und Äi der CoefGcient von 
(x — Xi)"'^ in der Entwicklung von F{x, y) in der Umgebung von 
(xi, yi)j so ist der Periodicitätsmodul von W 

anS,: + 2iÄ^,, (5) 

wie sich ergibt, wenn man W in T vom — zum + Rande von 2i 
führt^ was auf einem kleinen, den Punkt (xi, yi) umgebenden Kreise 
geschehen kann, so dass dieser Punkt zur Linken liegt ^ der Kreis 



106 Dritter Abschnitt. [§ 14. 

also entgegengesetzt der Pfeilrichtung durcUaufen wird. Ist der loga- 
rithmische ünstetigkeitspunkt (xi, yi) von W ein (X — l)-facher Ver- 
zweigungspunkt; so umläuft der Ereis den Punkt A-mal (in jedem der 
A zusammenhängenden Blätter einmal) und der Periodicitätsmodul von 
W an der Linie &i (die nur in einem der X Blätter verläufk) ist 
= 2tÄ XAi. Ist einer der Punkte (a? = oo, y = cx>) ein logarithmi- 
scher Ünstetigkeitspunkt von TF, und A der Goef&cient von ar-^ in 
der Entwicklung von P(Xf y), femer S der von nach dem Punkte 
gehende Schnitt, so ist der zugehörige Periodicitätsmodul von W an 
fi gleich 2i%Aj wie sich ergibt, wenn man W auf einem kleinen 
Kreise um den betreffenden Punkt (a? = cx>, y »= cx>) führt, so dass 
dieser Punkt zur Rechten liegt. 

Man überzeugt sich wieder leicht, dass in allen diesen Fallen 
bei einer Verlegung des Integrationsweges W um die angegebenen 
Periodicitätsmoduln wächst, wenn der neue Weg die Linien S; oder 
Oiy bi von dem + zum — Rande überschreitet. 

Nach dieser Betrachtung ist die Integralfunction W in der ein- 
fach zusammenhängenden Fläche T' eine eindeutige, dagegen in der 
ursprünglichen Fläche T eine unendlich vieldeutige Function des 
Ortes {x, y) von besonderer Art. Ist nämlich einer ihrer Werthe in 
{Xy y) gleich W, so erhält man den allgemeinsten Werth, den sie in 
demselben Endpunkt (x, y) durch Abänderung des Weges annehmen 
kann, indem man zu W den Ausdruck hinzufügt 

m p 

(6) 2i«2' «'^' +2' ^'^' + V{N,), 

WO ccif pi^i, Vi ganze Zahlen sind, die angeben, wie oft der betreffende 
Querschnitt bei Verlegung des Weges von der + zur — Seite über- 
schritten wurde. Zugleich folgt, dass der Werth von W, erstreckt 
über eine beliebige, geschlossene Curve in T, sich immer 
linear und mit ganzzahligen Goefficienten durch die Periodicitätsmoduln 
(4) und (5) ausdrückt. 

Während also eine zu F(x, y) = gehörige rationale Function 
P(x, y) als eindeutige und reguläre Function in der Verzweigungs- 
fläche T charakterisirt war, gilt für die Integralfunction W derselben 
der Satz: 

(I) Die allgemeine, zu F(Xy y) = gehörige AbeTsche Inte- 
gralfunction W unterscheidet sich von der rationalen 
Function dadurch, 

1) dass sie in einzelnen Punkten von T im Allgemeinen 
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nicht nur algebraisch^ sondern auch logarithmisch oo 
wird, 

2) dass sie eine unendlich vieldeutige Function des 
Ortes {x, y) in T ist, deren Werthe in demselben 
Punkte von T um ganzzahlige Vielfache der m •■{•' 2p 
Periodicitätsmoduln 2inAiy Mi, Ni von einander ver- 
schieden sind. 

Hierbei ist stets Ai durch XAi zu ersetzen, wenn der logarith- 
mische Unstetigkeitspunkt {xi, yi) ein (A — l)-facher Verzweigungs- 
punkt ist. 

Die Eigenschaften (I) sind charakteristisch für das Abel'sche 
Integral, denn es gilt umgekehrt der Satz^): 

(II) Eine Function W von (a:, y), die in der Fläche T im All- 
gemeinen eindeutig und stetig ist, die aber in einzelnen 
Punkten (xi, yi) algebraisch logarithmisch oo wird und an 
einzelnen Linien, nämlich den Querschnitten a,- und bi und 
den nach den logarithmischen Unstetigkeitspunkten ge- 
zogenen Linien Sj constante Werthdifferenzen oder Pe- 
riodicitätsmoduln hat, ist ein AbePsches Integral, d. h. 
das Integral einer rationalen Function von {x, y). 

dW 
Nach Voraussetzung ist nämlich die Function -^— in einzelnen 

Punkten nur noch algebraisch oo; sie ist im üebrigen stetig und ein- 
deutig in jT, da die constanten Werthdifferenzen an den Linien a,-, hi, ^i 
bei der Differentiation von W wegfallen; sie ist daher nach (§ 6) 
eine rationale Function von (a;, y) und W selber das Integral einer 
solchen Function. 

Wir erwähnen hier noch einen wichtigen Satz, der die Pe- 
riodicitätsmoduln 2i%Ai des allgemeinen AbeFschen Integrales W 
betrifft«). 

(in) Die Summe der Coefficienten -4/, die zu den logarith- 
mischen Unstetigkeitspunkten {xiy yi) des Integrals W 
gehören, ist Null. Dabei ist wieder Ai durch XAi zu 

1) Biemann, (Ges. W. S. 97). Dort ergibt sich dieser Satz als specieller 
Fall des Dirichlet^schen Princips. 

2) Puiseux, 1. c. S. 117. Die Grössen A^ sind die Residuen der Function 
P(a;, y) in (1) bezüglich der Punkte (rcp y^) (vgl. §12). Biemann, Ges. W. 
S. 97—99. Der Satz (Ul) lässt sich auch leicht aus den Gleichungen (11) § 18 
herleiten, wie in § 16 Gl. (5 a) n&her angedeutet ist 
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ersetzen, wenn der Punkt ein (A — l)-facher Verzweigungs- 
punkt ist. 

Denn fahrt man W oder JdW im Sinne der Pfeile um die ganze 

Begrenzung von T\ so erhält man den Werth 0, weil sich der ge- 
schlossene Integrationsweg auf einen beliebigen Punkt, in dem W 
stetig ist, zusammenziehen lässt. Andrerseits aber zerfallt der Inte- 
gralwerth in einzelne Integrale, genommen längs der beiden Bänder 
der Schnitte a,*, hiy d und 2i und über die Kreise um die Punkte 
(^fy yi)» Von diesen Bestandtheilen sind die auf die Schnitte a,-, bt, 
dy S{ bezüglichen Null, weil jeder der Schnitte zweimal und zwar in 
entgegengesetzter Richtung durchlaufen wird, wobei sich die Elemente 

von W oder JdW in zwei gegenüberliegenden Punkten eines Schnittes 

aufheben. Es bleibt also nur die Summe der Integralwerthe für die 

Kreise um die Punkte (xi, yi). Diese Summe ist nach (5) = — 2ijt ^, Ai 

und es ist demnach ^ Äi «=» 0. (q. e. d.) 

Aus (III) folgt, dass ein AbeFsches Integral mit nur einem 
logarithmischen Unstetigkeitspunkt unmöglich ist oder der Satz: 

(IV) Wenn in einem AbeTschen Integral logarithmische 
Unstetigkeitspunkte auftreten, so ist die Zahl derselben 
mindestens gleich zwei. 

Als specielle Fälle gehören zu den Abel'schen Integralen auch 
die rationalen Functionen von {x^ y) und die Logarithmen solcher 
Functionen. Die ersteren sind dadurch charakterisirt, dass sie nicht 
logarithmisch, sondern nur algebraisch unendlich werden, und dass 
far sie die Periodicitätsmoduln 2ixAt, Mi und N{ sämmtlich ver- 
schwinden; die letzteren dadurch, dass sie nicht algebraisch, sondern 
nur logarithmisch unendlich werden, dass in den Periodicitätsmoduln 
2i^Äi die Grössen Äi sämmtlich ganze, positive oder negative Zahlen 
und dass ebenso die Moduln Mi und Ni ganzzahlige Vielfache von 
2 in sind (vgl. § 17 Gl. 9). Die Betrachtung des Logarithmus einer 
rationalen Function log R(Xf y) führt zu einem neuen Beweis des 
früheren Satzes (II) § 7, nämlich: 

(V) Für jede rationale Function R(x, y) ist die Zahl der 
cx>^ Punkte und der 0^ Punkte die gleiche. 

Bei dieser Ausdrucksweise ist vorausgesetzt, dass <x> und Punkte 
höherer Ordnung ihren Ordnungszahlen entsprechend gerechnet wer- 
den. Der Beweis ist analog dem des Satzes (III). Sei R(Xy y) 
gleich in m Punkten (xi^ yi) und gleich (x> in fi Punkten (|ji, i^^) 



(7) 
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die wir der Einfachheit halber sämmtlich im Endlichen der Fläche T 
annehmen; es verhalte sich 

m(xiyy^ B{Xyy) wie {x — xif\ also logJB(a?,y) wie +jP/log(ic — x^ 

Hier sind pi und qx ganze^ positive Zahlen. Man schliesse die Punkte 
{ph tfd ^^^ i^h V^) <l^rch kleine Kreise aus (s. Fig. 8) und lege von 
dem Punkte (dem gemeinsamen Punkt der Schnitte ci) nach diesen 
Kreisen Schnitte S« und 2xy die weder einander noch a,-, bi, Ci schnei- 
den. Hierdurch entsteht eine einfach zusammenhängende Fläche T\ 

in der das Integral / d log B =^ 1 ^ -j- dx eindeutig und stetig ist. 

Führt mau daher dies Integral um die ganze Begrenzung von T'y so 
erhält man den Werth 0. Andrerseits ist der Beitrag^ den die Schnitte 
«o &<; Cij Sj und S;i zu dem Integralwerth liefern, wie in dem Be- 
weise von (in) gleich 0. Dagegen gibt nach (7) der Kreis um den 
Punkt {xiy yi) den Beitrag — pi, der Kreis um (|a, vO den Beitrag 



m ft 



+ gix\ folglich hat man ^ pi — ^ gx = 0. (q. e. d.) 

Die weitere Untersuchung des allgemeinen Aberschen Integrals 
beruht auf der Zerlegung desselben in möglichst einfache Integrale. 
Dabei ergeben sich drei wesentlich verschiedene Gattungen von Inte- 
gralen, nämlich: 

Integrale 1. Gattung, d. h. solche, die in T allenthalben 
endlich sind, 

Integrale 2. Gattung, d. h. solche, die in T nur in einem 
Punkte algebraisch cx> werden, 

Integrale 3. Gattung, d. h. solche, die in T nur in zwei 
Punkten je logarithmisch oo werden. 

Daneben können noch rationale Functionen und Logarithmen 
solcher Functionen auftreten. Diese Formen lassen sich ebenfalls auf 
Integrale der 1., 2., 3. Gattung zurückführen (s. § 17 Satz II und HI). 
Man kann nun die Zerlegung des allgemeinen Integrals W direct und 

algebraisch vornehmen durch eine Partialbruchzerlegung^) der ratio- 

dW 
naien Function -^ — = -^(^7 !/)• Wir ziehen es vor, umgekehrt zu 

zeigen^), wie sich die Integrale der genannten drei Gattungen von 



1) Clebsch-Gordan, Abersche Functionen S. 9 (1866). Nöther, Math. 
Ann. Bd. 37. S. 424 (1890). 

2) Riemann, Ges. W. S. 100. 
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Yomherein bilden lassen und wie sich das allgemeine Integral aus 
ihnen zusammensetzen lässt, womit indirect auch die Zerlegung ge- 
leistet ist. Wir setzen dabei wie im Abschnitt II voraus^ dass in T 
von Yerzweigungspunkten nur einfache und von singulären 
Punkten nur Doppelpunkte vorkommen. 



§ 15. Die p Integrale erster Gattung. 

Wir stellen uns die Aufgabe, ein Integral v erster Gattung 
zu bilden^); d. h. ein Integral, das in T allenthalben endlich ist. Da- 
mit V in den n Punkten {x ■= oo, y = oo), den <d einfachen Ver- 
zweigungspunkten und den r Doppelpunkten endlich sei, muss die 

zugehörige rationale Function -^ in diesen Punkten ein bestimmtes 

Verhalten zeigen, das sich aus den für v in der Umgebung dieser 
Punkte gültigen Entwicklungen ergibt. Es genügt, von denselben die 
ersten Glieder anzuschreiben. 

In der Umgebung eines der n Punkte (a? — oo, y ■= oo) ist: 

v^ H^ + H^x-^ + . ., also ^ = — H^xr^ + • • . 
In der Umgebung eines Verzweigungspunktes (ic = y, y = yy) ist: 

v = M^ + M^{x — yy +^', 2l\^o j^ = ^M^{x — y) *+••• 

In der Umgebung eines Doppelpunktes (a? = #, y ^^ yö) ist für 
je einen Zweig: 

t; = 2Vo + 2V,(a;-d) + .-, also |^ = 2V, + • -. 

Hieraus folgt: die rationale Function -j- muss 

= 0* sein in jedem der w Punkte (a; = oo, y = cx>); 
= oo^ sein in jedem Verzweigungspunkt und 
endlich bleiben in allen übrigen Punkten von T, 

Diesen Bedingungen wird nach früheren Betrachtungen (§ 13) in 

allgemeinster Weise genügt, wenn man ^ = 9 : jP'(y), d. h. gleich 

einem Quotienten setzt, dessen Nenner F'iy) und dessen Zähler eine 
allgemeine, adjungirte Function q> des n — 3*®^ Grades von JP=sOist. 
Daher hat man den Satz: 



1) Riemann, G^es. W. S. 98 u. 110. 
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(I) Das allgemeine Integral 1. Gattang v ist von der Form 

ar,y 

dx. (1) 






Das Integral (1) hat nur 2p Periodicitätsmoduln, entsprechend den 
2p Querschnitten a,- und bi der Fläche T. Bezeichnet man dieselben 
an Oi mit Äi^ an &; mit Bi und ist t; der Werth, den das Integral 
(1) auf irgend einem Wege in T zwischen (|, ij) und (x, y) annimmt, 
so erhält man den allgemeinsten Werth, den das Integral durch Ver- 
änderung des Weges annehmen kann, indem «man zu v den Aus- 
druck addirt 

P = EmiAi + EniBi (i — 1, . ., p), (2) 

wo mi und nt ganze Zahlen sind, die angeben; wie oft bei Verände- 
rung des Weges der Querschnitt a< resp. 6,- von der + zur — Seite 
tiberschritten wird. Der Ausdruck (2) ist der allgemeine Periodicitäts- 
modul des Integrals (1). 

Es folgt auch hier: 

(la) Der Werth von v, erstreckt über eine beliebige, ge- 
schlossene Ourve in T, lässt sich ganzzahlig und linear 
durch die 2p Periodicitätsmoduln At und Bi ausdrücken 
in der Form (2), 

und weiter: 

(Ib) Wählt man statt des kanonischen Querschnittsystems 
(cii, bi) ein anderes System, so drücken sich die zu dem 
letzteren gehörigen 2p Periodicitätsmoduln von v linear 
und ganzzahlig durch die ursprünglichen Moduln Äi und 
Bi aus. 

Um einen zweiten, wichtigen Satz zu beweisen, schicken wir 
einen Hilfssatz aus der allgemeinen Functionentheorie voraus. 
Der Satz von Green lautet bekanntlich^): 

Ist £f = a? + iy eine complexe Variable und Z ein zu- 
sammenhängendes Flächenstück; das aus einem oder meh- 
reren Blättern besteht und von einer oder mehreren ge- 
schlossenen Ourven begrenzt ist, sind ferner X und Y 

sowie -«— und -^ in Z eindeutige und stetige Functionen 

der reellen Variabein x und y, so ist 



1) Vgl. etwa Dar^ge, Elemente der Theorie der Functionen. 4. A. S. 89. 
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wenn das Doppelintegral der linken Seite über die ganze 
Fläche Z; das einfache Integral der rechten Seite über 
alle Grenzcuryen Yon Z ausgedehnt wird in positiver 
Richtung. 

Positiv heisst eine Richtung der Grenzlinie von Zy wenn beim 
Durchlaufen derselben die Fläche Z zur Linken liegt, wobei voraus- 
gesetzt ist; dass beim Durchlaufen der reellen Axe des Coordinaten- 
systems in positiver Richtung die imaginäre Axe ebenfalls zur Linken 
liegt. 

Die Gleichung (a) bleibt auch dann noch richtig, wenn y- und 

O -yr 

-^ in einzelnen Punkten der Fläche Z unstetig werden, wenn nur 

an diesen Stellen Y und X keine Unterbrechung der Stetigkeit er- 
leiden. 

Ist nämlich in einem Punkte (a? «= a, y = ^) des Gebietes Z 

die Function F= Y{Xy y) stetig, -0— aber unstetig und schliesst 

man den Punkt (a, ß) in ein kleines Rechteck ein, begrenzt von den 
Seiten x==^ Xq und x=^ x^ parallel der y-Axe, und von y = j/o 
und y = yi parallel der a;-Axe, so ist leicht zu sehen, dass der für 
dies Rechteck gebildete, von Y abhängige Theil des Flächenintegrals 
in (a) gegen Null convergirt, wenn man das Rechteck unendlich klein, 
werden lässt. Denn führt man zuerst die Integration nach x aus, so 
erhält man bereits 

^.™ / äf ^^ "^ ^^^ t^(^i' ^) "" ^(^0' ä')^ " ^' 



wöil Y{Xy y) für (a: «=« a, y = ß) stetig ist. 

Entsprechendes gilt fQr den von X abhängigen Theil des Flächen- 
integrals in (a), wenn in einem Punkte von Z die Function X stetige 

aber g unstetig wird. 

Aus dem Green^schen Satze folgt unmittelbar der in Rede 

stehende Hilfssatz: ^ 

dW 
(A) Ist Z definirt wie vorher, sind W und -^ ini Inneren 

von Z eindeutige und stetige Functionen der complexen 
Variabein ;ei ■= a? + *y ^^^ setzt man W^= U + iV^ so hat 
das Integral TCTöfF, genommen in positiver Richtung über 
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die Grenzlinien von Z, stets einen positiven, von ver- 

^schiedenen Werth. 

dW 
In der That: mit W und -^— sind zugleich U und V sammt 

ihren ersten und höheren partiellen Ableitungen nach x und y in Z 
eindeutige und stetige Functionen von x \md y] ausserdem gelten die 
Gleichungen 

dx dy ^ dy dx ^ ^ 

Setzt man nun Z=?7^— , X= — ^ ~^9 ^^ ^^^^ ^^^ diese 

Functionen innerhalb Z die Bedingungen des Green'schen Satzes er- 
füllt; daher folgt aus (a) mit Bücksicht auf (b) 

^o das Doppelintegral und die einfachen Integrale in demselben Sinne 
zu nehmen sind, wie oben. Da nun das zu Anfang stehende Flächen- 
integral positiv und von verschieden ist, so gilt dpr obige Satz (A). 
Schreibt man das Doppelintegral in (c) 

80 sieht man, dass dasselbe den Inhalt des Flächenstückes ausdrückt, 
welches die Gesammtheit der Werthe, die W innerhalb Z annimmt, 
in der W- Ebene oder in einer die W- Ebene mehrfach bedeckenden 
Fläche repräsentirt. 

Man kann die Voraussetzungen des Satzes (A) zum Theil fallen 
lassen. 

Die Gleichungen (c) und (d) behalten nämlich nach der obigen 
Bemerkung über Y und X ihre Gültigkeit, wenn die zweiten Ab- 
leitungen von IJ und V nach x und y in einzelnen Punkten der 
Fläche Z unstetig werden, wenn nur an diesen Stellen U und V und 
ihre ersten Ableitungen nach x und y keine Unterbrechung der Stetig- 
keit erleiden. Die Gleichungen (c) und (d) bleiben aber auch dann 
noch richtig, wenn die ersten Ableitungen von U und V nach x und y 
in gewissen Punkten von Z und in gewisser Weise unstetig werden. 
Sei z. B. die Fläche Z zweiblättrig und besitze einen einfachen Ver- 
zweigungspunkt z = y (oder rc + iy = a + f/3), in dem "Pr««0^ also 

= wie {z — y) * sei. Dann sind -k— und -^ üi (a? = a, y = /3) 

Stahl, AbePsche Funotionen. 8 



114 Dritter Abschnitt. [§ 16. 

unstetig y das Flächenintegral in (c) aber bleibt endlich und die 
Gleichung (c) gültig. * 

Zum Beweise ziehe man um den Punkt ^^ y einen kleinen^ die 
beiden in y zusammenhängenden Blätter durchlaufenden Ereis K vom 
Radius r und berechne den Antheil des Flächenintegrals in (c) für 
die von K eingeschlossene^ zweiblättrige Kreisfläche für sich. In der 
Umgebung des Punktes ^ ■= y mögen, wenn der conjugirt complexe 
Werth einer Grosse P mit P' bezeichnet wird, die Entwicklungen 
irelten: 

+1 +- 

Tr= J7— »F — 2C'(«'— /) » + Co'(/- /) + 0,'(/— yO » + • '• 

Nun ist die Function anter dem Integralzeichen in (c) wegen (b) 

(dU\*, (^E)'^ djU+iV) djU—iV) _ dW dW 
\dx) "■" \dy/ "^ dx 8« "" de dz' 



-CC\z-y) '(e'-y) «+•. = CC'[{x-ay+(if ^ ßy] «+••. 

Setzt man x — a = r cos tp] y — /Jarsin 9 und führt die Polar- 
coordinaten r, q> ein, so liefert das erste Glied dieser Entwicklung 
zu dem Flächenintegral in (c) für das Innere des Kreises K den 
Beitrag 

CC'JJ\ix—af + {}f--ßyY^dx dy=CC'ffdr dip^CC ^TCr. 

Dieser Beitrag aber verschwindet, wenn r gegen convergirt. 
Dasselbe gilt in erhöhtem Maasse für die folgenden Glieder der Ent- 
wicklung in der Umgebung von jef = y. 

Hiermit ist die Behauptung erwiesen und die angegebene Er- 
weiterung der Voraussetzungen des Satzes (A) gerechtfertigt. 

Der Satz (A) dient nun zum Beweise des folgenden Satzes, der 
sich auf die reellen und imaginären Bestandtheile der Periodicitäts- 
moduln des Integrals 1. Gattung v bezieht. 

(II) Ist 1; = Vi -|- ivg ein beliebiges Integral I.Gattung mit 
den Periodicitätsmoduln J.,«» J^'-j-iJ./' an dem Querschnitt 
Ui und Bt'= Bi + iB/' an dem Querschnitt 6,-, so ist der 
Ausdruck 






(3) 2;ij:Br-Bun 

stets positiv und nur »»0, wenn v eine Constante ist^). 



1) Biemann, Ges. W. S. 125. 



(4) 



§ 16. Die p Integrale erster Gattung. 115 

Wendel man nämlich den Hilfssatz (A) auf das Integral v und die 
von den Querschnitten a^, bt begrenzte Fläche T' an^ was gestattet 
ist, weil V in T' den Bedingungen des Satzes (A) in der erweiterten 

Fassung genügt, so folgt, d9,BB fv^dv^, genommen in positiver Rich- 
tung über die Begrenzung von T\ d. h. über das System der 2p 
Querschnitte a,-, 6,-, positiv ist. Nach den in (II) angegebenen 
Werthen ist nun für die Periodicitätsmoduln i;+ — v des Integrals 

an Ui : v{^ — v{~ «= -4/ v^"^ — vf^ = -4/', 

an bi : v{^ — v^" = JB/ v{^ — vf^ = B/\ 

Hiemach ist das Integral ft?! dv^, genommen im Sinne der Pfeile 
(Figur 8 S. 104) über die beiden Ränder des Querschnitts a,-, 

= / (v{^ — Vj-) dv^ = jAi dv^ ] 

das letzte Integral ist nur noch längs dem -f~ Ra«nde von Oi zu 
nehmen, hat also nach (4) den Werth Ä/Bi'. 

Femer ist das Integral fv^ dv^ j genommen im Sinne der Pfeile 

über die beiden Ränder des Querschnitts bij 

das letzte Integral ist nur noch längs dem -f- Rande von bi zu 
nehmen, hat also nach (4) den Werth — B{Ai\ 

Das Integral fv^ dv^ , genommen im Sinne der Pfeile über 

sämmtliche Ränder des Querschnittsystems Ot, bij ist also gleich 

p 
^, {AlBl' — B'iAi) und dieser Ausdmck ist folglich positiv, (q. e.d.) 

Aus (II) erhält man unmittelbar die Zusätze: 

(Ha) Ein Integral 1. Gattung^ dessen Periodicitätsmoduln 
an jp unter den 2p Querschnitten a< und 6,- sämmtlich = 
sind, ist nothwendig eine Gonstante. 

(Hb) Ein Integral 1. Gattung, dessen Periodicitätsmoduln 
an den 2j) Querschnitten Oi und bi entweder sämmtlich 
reell oder sämmtlich rein imaginär sind, ist nothwendig 
eine Constante. 

Wir schliessen noch folgende Bemerkung an. Der Ausdruck (3) 
stellt nach Hilfssatz (A) den Inhalt der Fläche B dar, die man er- 
hält, wenn man die von den Querschnitten o,- und bi begrenzte Fläche 

8* 
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T mittels des Integrals v conform abbildet. Die Fläche iS^'besteht aus 
p krummlinig begrenzten Parallelogrammen in p übereinander liegenden 
Blättern. Die vier Seiten eines solchen Parallelogrammes entsprechen 
den vier Rändern je eines der p Querschnittpaare ai, bi (i = l,. .,p). 
Die Fläche S besitzt 2p — 2 einfache Yerzweigungspunkte und p — 1 
Yerzweigungsschnitte, längs deren die p Blätter der Parallelogramme 
in einander übergehen'). 

Weitere Sätze beziehen sich auf Systeme von p Integralen 
1. Gattung. Der Ausdruck (1) stellt das allgemeinste Integral 
1. Gattung dar. Da es nach (II § 10) stets p und nur p linear un- 
abhängige 9 Functionen ^^^ ^g, . .^ q>p gibt^ so hat man den Satz: 

(III) Es gibt ein ganzes System von p Integralen 1. Gattung 

/Vi da; r^päx 



(y)' 



(y) 



die linear unabhängig sind^ d. h. zwischen denen keine 

lineare Gleichung der Form CiVi + • • + Cpt;^ + ^o '^ ^ ™i^ 
Constanten Ooefficienten Ci besteht. Aus ihnen setzt sich 
jedes weitere Integral 1. Gattung v linear und mit con- 
stanten Ooefficienten zusammen in der Form 

(6) V = A^Vi -I h kpVp + ^0- 

Wir denken uns die Integrale (5) genommen zwischen denselben 
Punkten (g, i}) und (x, y) und betrachtet als Functionen der oberen 
Grenzen {x^ y). Auch weiterbin sind die Grenzen der Integrale hin- 
zuzudenken. Um das System der i? Integrale (5) näher zu unter- 
suchen , seien die Periodicitätsmoduln derselben an den Querschnitten 
ai und bi dargestellt durch das Schema: 



(7) 



»1 


«1 «2 


. . ttp 


h \ 


. . bp 


All A%i 


• • Api 


Bii Bii 


. . Bpi 


• 


An A%^ 


. . Ap% 


Bii JB28 


. . Bpi 


• 


. • . 
Alp A^p 


. • . 
• . App 


• • • 
Bip Bip 


• • • 
. . Bpp 



Dasselbe sagt aus^ dass die Integrale t;^^ . ., Vp bei einer für 
alle gleichen Aenderung des Integrationsweges sich gleichzeitig 
bezüglich um Ausdrücke der Form (i = l, - »y p)i 



1) Riemann, Ges. W. S. 113 f. 



J 
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^miÄii +^niBii, , ^miAip +^w>Jg,p (8) 

i i i i 

ändern^ in welchen m,- und n< dieselben ganzen Zahlen sind. 

Die Ausdrücke (8) bilden ein System von zusammenge- 
hörigen oder simultanen Periodicitätsmoduln der p Inte- 
grale Vi, 

Für die Determinanten^ gebildet aus den Periodicitätsmoduln (7), 
gilt der Satz^): 

(IV) Sind p Integrale erster Gattung v^, . ., Vp linear un- 
abhängig; so ist jede aus p unter den 2p V'erticalreihen 
von Periodicitätsmoduln in (7) gebildete Determinante 
verschieden von 0. 

Denn angenommen^ es sei eine dieser Determinanten in (7), etwa 
die erste 

Ä *«^ + An An • • App 

gleich 0^ so konnte man p von verschiedene (complexe) Gonstanten 
M^, . ,y Mp bestimmen derart, dass 

afj An H h MpAip -= (« = !,. ., p) 

wäre; in diesem Falle hätte man in 

ein Integral 1. Gattung, dessen Periodicitätsmoduln an den p ersten 
Querschnitten a^j , ., Up sämmtlich wären, das also nach (IIa) gleich 
einer Gonstanten wäre. Zwischen den p Integralen Vi bestünde dem- 
nach eine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten, was gegen 
die Voraussetzung ist. Nur wenn die sämmtlichen p* Unterdeter- 
minanten von A verschwänden, wäre die Bestimmung der Mi aus den 
obigen Gleichungen unmöglich. In diesem Falle ^) könnte man aus 
dem Verschwinden je einer dieser ünterdeterminanten dieselben Schlüsse 
ziehen, wie aus dem Verschwinden von A, nämlich entweder, dass 
die Vi linear abhängig wären, oder dass die zweiten Unterdetermi- 
nanten von A sämmtlich verschwanden u. s. f. Da nun die Integrale 
Vi nach Voraussetzung linear unabhängig sind, so würde aus dem 
Verschwinden von A schliesslich folgen, dass sänmitliche Elemente 
Aik "» wären; es müssten dann nach (IIa) die Integrale Vi sämmir 

1) ßiemann, Ges. W. S. 98. 

2) G. Neumann, Vorlesungen über Riemann's Theorie der Aberschen Inte- 
grale. 2. A. S. 244 (1884). 
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lieh Constanten sein^ was selbstverständlich ausgeschlossen, (q. e. d.) 
Umgekehrt gilt der Satz: 

(V) Sind t?!, .., Vp in (7) p beliebige Integrale 1. Gattung 
und verschwindet keine der aus p unter den 2p Yertical- 
reihen von Periodicitätsmoduln in (7) gebildeten Deter- 
minanten, so sind die p Integrale t7|^ . ., Vp linear unab- 
hängig. 

Angenommen, es sei Ci Vi + • • + <^p^p + ^o = 0, so würde man, 
indem man für die linke Seite dieser Gleichung als Function von 
(x, y) die Periodicitätsmoduln an den 2p Querschnitten o,- und hi 
bildet, die 2p Gleichungen erhalten (i «» 1, . ., p): 

c^Aix H y CpAip — 0, c^Bii H 1- CpBip = 0, 

d. h. es würden die sämmtlichen in (V) genannten Determinanten ver- 
schwinden, was gegen die Voraussetzung ist. (q. e. d.) 

In ähnlicher Weise leitet man einen Satz her, der sich auf die 
reellen und imaginären Bestandtheile der Periodicitätsmoduln in (7) 
bezieht; setzt man -4,* = Äa + iAik und Ba = Ba + iBay so lautet 
dieser Satz: 

(VI) Sind die p Integrale v^, . ., Vp linear unabhängig, so 
ist die aus den 4p* reellen und imaginären Bestandtheilen 
der 2p* Periodicitätsmoduln in (7) gebildete Determinante, 
die abgekürzt durch 

(9) 

bezeichnet sei, von verschieden. 

Denn angenommen, die Determinante (9) verschwände, so konnte 
man 2p reelle Constanten Jf^', . ., Mp'-^ Jf^", . ., Mp" bestimmen, der- 
art, dass 

M[Än + • • + M;A^p - Mi' An M;'A7p « 0, 

MiBn + • • + m;b!p - Mi'Bn m;'b;; - 

wäre. Man hätte alsdann, wenn Jfi + iMk = Mi gesetzt wird, in 

V = M^v^-i b MpVp 

ein Integral 1. Gattung, für welches die reellen Bestandtheile der 
Periodicitätsmoduln an den 2p Querschnitten a,- und 6,- sämmtlich 
wären, das also nach (IIa) oder (IIb) gleich einer Constanten sein 
müsste. Die p Integrale Vi wären also nicht linear unabhängig, was 
der Voraussetzung widerspricht. Nur wenn die ersten Unterdeter- 





^V 

^i 
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minanten von (9) sämmtlich verschwänden^ wäre die Bestimmung der 
M\ M" aas den obigen Gleichungen unmöglich; dann aber würde 
dieselbe Schlussweise wie beim Beweis des Satzes (lY) dahin führen^ 
dass die Integrale Vi sämmtlich Constante sein müssten. Umgekehrt 
gilt der Satz: 

(Vn) Ist die Determinante (9) von verschieden, so sind 
die p Integrale t;^, . ., Vp linear unabhängig. 

Denn angenommen , es sei Cj t^i + • • + c^Vp + c^ — 0, so würde 
man, indem man fiir die Function von {x^ y) auf der linken Seite 
dieser Gleichung die reellen und imaginären Bestandtheile der Perio- 
dicitätsmoduln an den 2p Querschnitten Oi imd hi bildet, 2p Glei- 
chungen erhalten, die das Verschwinden der Determinante (9) nach 
sich zögen, was der Voraussetzung widerspricht 

Aus den vorstehenden Sätzen ergeben sich wichtige Folgerungen; 
zunächst aus (IV) der Satz: 

(Vni) Ein Integral 1. Gattung v ist (bis auf eine additive 
Constante) vollständig bestimmt, wenn seine Periodi- 
citätsmoduln an irgend p unter den 2p Querschnitten a,- 
und hi willkürlich gegeben sind; nur dürfen dieselben nicht 
sämmtlich =^0 sein. 

Besitzt nämlich v etwa an den p ersten Querschnitten a|, .., üp 
die vorgegebenen Periodicitätsmoduln Ä^, . ., Ap und versteht man 
unter t^i, . ., t^p p linear unabhängige Integrale 1. Gattung mit den 
Periodicitätsmoduln (7), so kann man v in die Form (6) setzen und 
hat dann zur Bestimmung der p Ooefficienten k^j . ., Xp die |) Glei- 
chungen (i — 1, . ., jp): 

hÄix H 1- XpAip = Aiy 

aus welchen sich, da die Determinante A nicht verschwindet, be- 
stimmte Werthe für die p Xi ergeben. Damit ist v bis auf die 
additive Constante A^ vollkommen bestimmt. 

Ebenso ergibt sich aus (VI) der Satz: 

(IX) Ein Integral 1. Gattung v ist (bis auf eine additive 
Constante) vollständig bestimmt, wenn die 2p reellen 
(oder aber die 2p imaginären) Bestandtheile seiner Perio- 
dicitätsmoduln an den sämmtlichen 2p Querschnitten a,- 
und hi beliebig gegeben sind; nur dürfen diese 2p Bestand- 
theile nicht sämmtlich «»0 sein. 

Die Sätze VlIL imd IX geben je ein System von unabhän- 
gigen und hinreichenden Stücken zur Bestimmung eines 
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Integrals 1. Gattung an^). Sie zeigen ferner^ dass die Periodicitäts- 
moduln eines einzelnen Integrals 1. Gattung nicht unabhängig von 
einander sind; durch die eine Hälfte der Periodicitätsmoduln ist die 
andere Hälfte oder durch die reellen Theile der Periodicitätsmoduln 
sind die imaginären Theile bereits mitbestimmt. 

Wir erwähnen hier noch einen Satz, der aussagt^ dass auch 
zwischen den Periodicitätsmoduln von je zwei Integralen 1. Gattung 
eine Beziehung besteht*); nämlich: 

(X) Zwischen den Periodicitätsmoduln zweier Integrale 
1. Gattung Vk und Vi besteht die Gleichung 

p 

(9a) ^{AikBu - AiiBa) — 0; 

«•=1 

zwischen den 2j)* Perioditätsmoduln (7) der p linear unab- 
hängigen Integrale v^, . ., Vp bestehen daher äP{p — 1 
solcher Relationen. 

Wir benutzen bereits im Folgenden diesen Satz^ wenn auch sein 
Beweis erst in § 19 gegeben wird. 



Man kann aus einem System von p linear miabhängigen Inte- 
gralen 1. Gattung v^, , ., Vp ein zweites solches System u^^ . ,, Up 
ableiten. Zur Bestimmung der Integrale Ui können die p^ Periodicitäts- 
moduln^ welche diese Integrale an p von den 2p Querschnitten a«- und 
bi besitzen^ beliebig vorgegeben sein^ nur mit der Bedingung^ dass die 
Determinante dieser p^ Moduln nicht verschwindet. Die noch fehlen- 
den Periodicitätsmoduln an den p übrigen Querschnitten sind alsdann 
eindeutig bestimmt. 

Dies gibt Anlass zur Einführung eines gewissen Normalsystems 
von 2? linear unabhängigen Integralen 1. Gattung^). Wir be- 
zeichnen dieselben in der Folge stets mit u^, , ., Up und setzen: 

(10) u,^J -^^..^up^j -|^, 

^^ fi) - 'f fp P iioch näher zu bestimmende, linear unabhängige, ad- 
jungirte Functionen vom n — 3**^ Grade sind. 



1) Bei Biemann, (Ges. W. S. 98) erscheinen diese Sätze wieder als eine 
Folge aus dem Dirichlet'schen Princip. 

2) Riemann, Ges. W. S. 124. 

3) Riemann, Ges. W. S. 122. 
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(XI) Die p linear unabhängigen Normalintegrale 1. Gattung 

seien dadurch charakterisirt^ dass ihre Perio- 



u 



., Up 



dicitätsmoduln an den p Querschnitten at eine Deter- 
minante bilden^ deren Diagonalglieder sämmtlich =itiy 
während die übrigen Elemente == sind. Die Periodicitäts- 



moduln der Integrale 



u 



17 



. ,, Up 



an den Querschnitten at 



und hi seien also dargestellt durch das Schema: 





«1 «2 • 


. Op 


h\ 


h 


..6, 


«1 


m . 


. 


Oll 


0,1 


. . üpl 


«8 

• 


Jti . 


. 


«12 


<hi 


. . dpi 


Up 


. 


. %i 


Oip 


Otp 


• • Clpp 



(11) 



(12) 



Nimmt man die p linear unabhängigen Functionen q)^, . ., q>p 
oder Integrale v^y . .^ Vp (5) als gegeben an, so hat man zur Be- 
stimmung der p Functionen /i, . ., fp oder der p Integrale u^, . ., Up 
(10) Gleichungen anzusetzen von der Form (Ä = 1, . ., J)): 

fk = Mki 9i -^ h Mkpq>p ] 

ujt = Mki Vi -^ h Mjtp Vp.) 

Man sieht aber sofort durch Vergleichung von (11) mit (7), dass 
die Int^rale t;,- mit den Integralen Uk durch die p Gleichungen ver- 
bunden sind 

nivi = Ai ^1 + -^81 «*2 H h -^pi Up 

(13) 

jcivp = AipUi + A2pU2 H h ÄppUp.^ 

Die Auflösung derselben nach den Grössen u^j , ., Up, die stets 
möglich ist, da die Determinante 

A. = 2j -^ -^11-^23; • •; App (1^) 

nicht verschwindet, gibt die Gleichungen (12) oder die Coefficienten 
Mik in denselben. Zugleich folgt, dass auch die p Normalintegrale 
Uk linear unabhängig sind. Denn bestünde zwischen ihnen eine lineare 
Gleichung mit constanten Coefficienten c^u^ + • • -f-Cptfp + c^ = 0, so 
würde aus (12) eine ebensolche Gleichung zwischen den p Integralen 
Vi folgen, was der Voraussetzung widerspricht. 

Die zweite Hälfte der Periodicitätsmoduln der Integrale 
Ukf also das System der Grössen Uik in (11), ergibt sich aus (13), in- 
dem man te^, . ., tip durch a^i, . ., a^p und gleichzeitig Vi, . ., Vp durch 
die entsprechenden Werthe JB^i, . ., Bf^p ersetzt; man erhält so die 
Gleichungen (^ — 1, . ., j)): 
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ITci Bfii = -4.11 O'fii + -4.21 cifii + • • + -4pi ^f^p 

Äi Bfip « Alp a^i + Ä2p a^2 + • • + ^p ^fip • 

Für das System der p Normalintegrale Mj, . ., Up (10) hat man 
nun nach dem Früheren die folgenden Sätze. Aus (8) folgt: 

(XII) Ein System von zusammengehörigen Periodicitäts- 

moduln der p Normalintegrale Ui wird gebildet von den 

Ausdrücken 

p p 

(16) mi ici + ^, fiiaa, . . ., wip^i +^ ntttip, 

wo die Mi und n,- ganze Zahlen und die n«- in diesen j) Aus- 
drücken dieselben Zahlen sind. 

Aus (X) folgt für die zweite Hälfte der Periodicitätsmoduln der 
Normalintegrale Ui an den Querschnitten hk oder für die Elemente 
üki der zweiten Determinante (11): 

(XIII) Zwischen den |>* Moduln a*,- bestehen ^p (p — 1) Glei- 
chungen^), nämlich: 

(17) aki = aikf 

welche aussagen^ dass die Determinante der aik in (11) 
symmetrisch ist, 

oder dass der Periodicitätsmodul von Ui am Querschnitt 1^;^ gleich dem 
Periodicitätsmodul von Uk an hi ist. 

Aus (VI) folgt, wenn man o,* «= aj* + ia/k setzt: 

(XIV) Die Determinante, gebildet aus den reellen Theilen 
der Periodicitätsmoduln Oi^f also 

(18) ^ +«11 «28 • • Ctpp9 

ist stets von verschieden. 

Endlich besteht für die Periodicitätsmoduln von p linear unab- 
hängigen Integralen 1. Gattung noch ein Satz, den wir nur für die 
Normalintegrale u^ . ., Up so, wie er später benutzt wird, aussprechen: 

(XV) Ist ttik der Periodicitätsmodul des Normalintegrals w* 



1) Es zeigt sich später (Schluss von § 33), dass von den Moduln a^^ nur 
Sp — 3 unabhängig sind, dass also zwischen ihnen noch - (jp — ^) {p — 3) 
weitere Relationen bestehen müssen; diese sind transcendenter Natur. 
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an dem Querschnitt h und sind r^, . •, Tp reelle Zahlen, so 
ist stets der reelle Theil Yon ^ aikU^k (i; i^ = 1; • •; l')? 

ik 

^dikrifk negativ^). (19) 

ik 

Bildet man nämlich aus den Integralen Ui das Integral 1. Gattung 

mit den reellen Goef&cienten r, und bezeichnet die Periodicitätsmoduln 
desselben an den Querschnitten a,- und &,• durch Ai = ^/+ *-4/' ^^<i 
Bi = S/+ iBi\ so ist nach (11) 

Ai = Ti jti also ulf' = Äi ^^TiTC 

Bi = ^ n«.* }} B{ *=»^ *"*«<* ^r — ^noi'*. 

Eüeraus folgt nach Satz (11)^ dass 
^y {Ai Bi" — B{ Ai') = — Ä ^ oJt Ti Tk positiv ist. (q. e. d.) 

i ik 

Das durch den Satz (XI) definirte System von p Normalinte- 
gralen Ui ist offenbar nicht das einzige System dieser Art; man er- 
hält vielmehr eine endliche Anzahl solcher Systeme, indem man die 
erste Determinante der Periodicitätsmoduln in (11) nicht den Quer- 
schnitten ttiy sondern beliebigen p unter den 2p Querschnitten ai und 
ii zuordnet. Es gibt aber nicht nur eine endliche Anzahl; sondern 
unendlich viele Systeme von Normalintegralen 1. Gattung oder Systeme 
von Periodicitätsmoduln a,*. Man kann, nämlich, wie schon in § 2 
S. 31 erwähnt wurde, das anfangs gewählte^ kanonische Querschnitt- 
system a,-, bi von T durch unendlich viele andere, gleichwerthige 
kanonische Querschnittsysteme ersetzen; zu jedem derselben gehört 
ein neues System von Normalintegralen 1. Gattung, die sich linear 
durch die ursprünglichen Normalintegrale Ui ausdrücken und ein neues 
System von Periodicitätsmoduln, die sich linear durch die ursprüng- 
lichen Periodicitätsmoduln Jti und a« ausdrücken. Wie aber auch 
das kanonische Querschnittsystem a,-, hi und die zugehörigen Normal- 
integrale Ui gewählt seien, stets gelten für das zugehörige Modul- 
system ttik die in den Sätzen (XII) bis (XY) ausgesprochenen Eigen- 
schaften. Wir kommen auf die unendlich vielen Systeme von 



1) Riemann, Ges. W. S. 126. 
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Normalintegralen Ui und die zugehörigen Systeme von Moduln an 
zurück bei der linearen Transformation der Thetafanctionen (Ab- 
schnitt VIII). 



§ 16. Das Integral 2. und 8. Gattung^). 

Es sei nunmehr die Aufgabe: 

A. Ein Abel'sches Integral W zu bilden, das in q beliebig 
gegebenen Punkten (a?i, y^), .., (a?^, y^) logarithmisch cx) wird 
bezüglich wie 

(1) ^1 log (x — x^), . ., Af, log (x — a?^), 

wobei nach (III) § 14 ^ -4< -= (i = 1, . ., q) ist. 

i 

Die Q Punkte (Xi, yi) seien einfache Punkte im Endlichen von T; 
für andere Annahmen (wenn einzelne der q Punkte in Verzweigungs- 
punkte oder ins Unendliche fallen) ist die Behandlung der Aufgabe 
nur wenig abzuändern. 

Damit W den gestellten Forderungen genügt, muss die zuge- 

hörige rationale Function ■^— von (rc, y) in den q Punkten {Xiy y,), 

in den n Punkten {x = oo, y = oo) , den Verzweigungspunkten 
und den Doppelpunkten ein bestimmtes Verhalten zeigen, das sich 
wieder aus der Entwicklung von W in der Umgebung dieser Funkte 
ergibt. 

In der Umgebung eines der n Punkte {x = oo^ y s» ao) ist: 
Tr= fio + S; ar-» + • •, also 4^ = - £?» a^« + • .. 

# 

In der Umgebung eines Verzweigungspunktes (a? — y, y'^^Vy) ist: 
W=M,-\-M,{x-yf-{--., also ^ = i Jlf, (a; - y)-^+ . .. 

In der Umgebung eines Doppelpunktes (x = d, y «« y^) ist für 
jeden Zweig: 

W=N,-\-N,ix-d) + .; also iJ=JV, + ... 

In der Umgebung des Punktes (Xiy yi) ist: 

W = Ai log (x — Xt) + Ai^ + Ai' {x — a?,) H — , also 

-j^ = Ai (x — a?,)""' + Ai +' .. 



1) Riemann, Ges. W. S. 99 u. 110. 



§ 16. Das Integral 2. und 3. Gattung. 125 

dW 
Hieraus folgt: Die rationale Function -^— muss sein 

= 0^ in jedem der n Punkte (a; -=» cx), y «= <x>)^ j 

= oo^ in jedem der © = 2 (n + JP — 1) Verzweigungspunkte,? (2) 

= oo^ wie Ai {x — ÄJi)""^ in dem Punkte (a?,-, y^ (i = l, .., p), J 

und sie muss endlich bleiben in allen übrigen Punkten von T. 

dW 
Die Ordnung der Function -j— ist hiemach = p + © 

= (> + 2(n + p— ^1) und die Zahl der im Endlichen gelegenen 0^ 
Punkte = p + 2i) — 2. 

Um zunächst eine specielle Function herzustellen, welche die 
Eigenschaften (2) besitzt, fiige man zu den q Punkten {xiy yt) noch 
p — 1 willkürliche Punkte (|a, ^;i) (^ = 1; • •> P — 1) hinzu und bilde 
aus zwei adjungirten Functionen M und j^ von gleichem Grade ft 
eine rationale Function M : N von der Ordnung w «= p + jp — 1, 
deren cx)^ Punkte die Q -{- p — 1 Punkte (Xi, yi) und (|a, i^x) sind, 
was nach (I § 12) stets möglich ist, wenn p + JP — 1 > JP oder 
p ^ 2 ist. 

Der Zähler M hat dann noch m — j) + 1 — p homogene, will- 
kürliche Coefficienten. Sei femer 0^ eine adjungirte Function des 
n — 3**° Grades und die j? — 1 willkürlichen 0^ Punkte derselben die 
oben gewählten p — 1 Punkte (^x, i^i). Dann genügt der Ausdruck 

NF'y W 

den Bedingungen (2), weim man die (» in Jf noch willkürlichen Coef- 
ficienten so bestimmt, dass (3) in den Punkten {Xi, yi) sich verhält 
wie Ai (x — a?i)"~^, was bei allgemeiner Lage dieser Punkte stets mög- 
lich ist. Man hat hierzu die q Gleichungen^) (i = 1, . ., gi): 

LN'x F'y - N'y F' J«:."" ^^ * (*) 

Für diese Ausdrücke (4) ist wirklich 

Ai = 0, (5) 

denn die letztere Gleichung ist nichts anderes, als das Abel'sche 
Theorem für Differentiale 1. Gattung (§13 Gl. (11)), angewandt auf 
die oo^ Punkte und Residuen der Function M : N^ wie leicht zu 
sehen. 



2 



1) Wir bezeichnen hier, wie im Folgenden, häufig einen Punkt mit den 
Coordinaten {x^^ y^ kurz durch x.; so soll der Index x^ in (4) andeuten, dass in 
dem Elammerausdruck die Coordinaten (o;, y) durch (x^, y^ zu ersetzen sind. 
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Die Function (3) ist hierdurch völlig bestimmt; sie ist indess 
noch nicht die allgemeinste Function, welche den Bedingungen (2) 

genügt. Die Differenz aber zwischen der gesuchten, allgemeinen Func- 

dW 
tion -T— und dem Ausdruck (3) ist eine Function, die in jedem der 

n Punkte (x =: oo, y = <xi) =» 0* und in jedem der (o Verzweigungs- 
punkte = cx)^ wird, während sie in den übrigen Punkten von T endlich 
bleibt. Die allgemeinste Function dieser Art ist nach (1) § 13 
<!> : F'y, wo <!> eine beliebige, adjungirte Function des n — 3*®° Grades 
ist, die noch p lineare, homogene Coefficienten enthält. Man hat daher 
als allgemeinsten Ausdruck für die gesuchte Function: 

/ßx dW M^, + N^ 

W dx ~ NF'y 

Geht man zur Integralfunction über und bezeichnet mit Wq das 
Integral von (3), also 

(7) W, -=j'§p-y dx, 

SO erhält man aus (6), wenn u^, . ., Up die p linear unabhängigen 
Normalintegrale 1. Gattung mit denselben Grenzen, die Wq hat, be- 
deuten, 

(7a) TT— Fo + «i^i H h ^p^p + «o- 

Hiermit ist die Aufgabe (A) gelöst. Man kann die p Coeffi- 
cienten cci immer so bestimmen, dass die p Periodicitätsmoduln des 
Integrals (7 a) an den p Querschnitten a,- beliebig gegebene Werthe 
annehmen; man kann femer dem Integral W noch einen constanten 
Factor geben und denselben so bestimmen, dass eine der Grössen Ai 
(1) einen gegebenen Werth erhält. 

Wegen der Bedingung q^2 oder der Bedingung ^ Ai = 

gibt es, wie schon früher erwähnt, kein Abel'sches Integral mit nur 
einem logarithmischen Unstetigkeitspunkt. Setzt man in (7 a) q = 2, 
so hat man das sog. Abel'sche Integral 3. Gattung mit den 2 loga- 
rithmischen Unstetigkeitspunkten (x^, y^) und (^2; Vi) ^^^ ^^ ^^^ 
Bedingung A^^ — A^. Dividirt man noch durch — A^ und be- 
stimmt die p Coefficienten Ui so, dass die Periodicitätsmoduln des 
Integrals an den p Querschnitten a,- Null werden, so erhält man das 
sog. Normalintegral 3. Gattung Wi2' ^^ fassen dies so zu- 
sammen: 

(I) Das Normalintegral w^^ mit den 2 logarithmischen Un- 
stetigkeitspunkten (x^j y^) und (x^, y^) ist dadurch definirt 
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1) dass es sich in (x^, y^) wie — log(x — x^), in (ojg, y^) wie 
+ log (x — X2) verhält, 

2) dass die Periodicitätsmoduln an den p Querschnitten a,- 
sämmtlich sind. 

Die übrigen Periodicitätsmodahi des so normirten Integrals w,^ 
sind nun völlig bestimmt; sie sind nämlich an den 7on nach den 
Punkten (x^, y^) und {x^, y^) gelegten Schnitten S^ und 2, (Figur 8 
S. 104) bez. gleich — 2ix und + 2»^; femer, wie in § 18 (III) ge- 
zeigt wird, an dem Querschnitt bi gleich 

wobei vorausgesetzt ist, dass der Integrationsweg zwischen (0;^, y^) 
und (x^f y^) die Querschnitte a^, hi (2 "= 1, ..;!>) und die Linien &^ 
nnd S2 lücht schneidet. Der allgemeinste Werth, den die Integral- 
function ^^2 durch Abänderung des Weges zwischen zwei Grenz- 
punkten (§, rf) und (x, y) in T annehmen kann, wird erhalten, indem 
man zu w^^ den Ausdruck hinzufugt: 

m 2i7C + 2 ^, «,• / dtti, (9) 

wo m und die w, ganze Zahlen sind. 

Aus der Definition (I) ergeben sich zwei wichtige Sätze. Seien u^^j, 
^02; ^18 ^- ^* ^- Normalintegrale 3. Gattung mit denselben Grenz- 
punkten (§, 17) und (x, y) und sei vorerst angenommen, dass ihre Inte- 
grationswege zwischen diesen Grenzpunkten in der einfach zusammen- 
hängenden Fläche T' (mit der von den Bändern der Schnitte o,-, bi, Ci, 
So> ^i; ^2 • • gebildeten Grenzlinie) verlaufen, so gelten die Glei- 
chungen 

^li + ^21 = 0, Wia + Wgo + ^01 = u. s. f. (10) 

Denn die linken Seiten dieser Gleichungen sind Integralfunctionen, 
die in keinem Punkt der Fläche 00 werden und längs der Linien 
So; ^} ^} ' • stetig sind; sie stellen daher Integrale 1. Gattung dar 
(§ 15). Diese reduciren sich aber auf Constanten, da auch die Perio- 
dicitätsmoduln an den p Querschnitten a» gleich sind (§ 15 Satz IIa) 
und diese Constanten sind 0, weil die Grenzpunkte der Integrale die 
nämlichen sind. 

Schreibt man die Gleichungen (10) in der Form 
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(11) «;., = 


w«!, Wm — Wio 


-Ww, 


80 hat man die Sätze: 







[§ 16. 



(II) Das Normalintegral 3. Gattung ändert sein Zeichen, 
wenn man die zwei logarithmischen Unstetigkeitspunkte 
vertauscht. 

(in) Ein Normalintegral 3. Gattung w^^ mit den Unstetig- 
keitspunkten (x^, yj und (Xg, y^) ist gleich der Differenz 
zweier Normalintegrale 3. Gattung, die nur in je einem 
der Punkte (x^^ yj und (x^^ y^ und ausserdem in dem näm- 
lichen dritten, beliebigen Punkt (jTq, y^ logarithmisch oo 
werden; für diesen Punkt {Xqj y^ bleibt das Integral w^^ 
stetig. 

Lässt man die Beschränkung, dass die Wege der Integrale in 
(10) und (11) nur in T' verlaufen sollen, fallen und nimmt dieselben 
beliebig in der mehrfach zusammenhängenden Fläche Ty so gelten die 
nämlichen Gleichungen (10) und (11); nur mit dem Zusätze, dass zu 
jedem Integral noch eine Constante hinzutreten kaim, die sich linear 
und ganzzahlig aus den Periodicitätsmoduln der Integrale an den 
Schnitten hi und fi^, 2^, S^y . . zusammensetzt und von dem Weg des 
betreffenden Integrals in T abhängt. 



Wir kommen schliesslich zur Bildung des Integrals 2. Gattung, 
d. h. eines Integrals, das nur in einem Punkt (rr^, y^ oo wird und 
zwar algebraisch oo wie Ä^ (x — Xj)'^^. Ein solches Integral lässt 
sich in ähnlicher Weise herstellen, wie das Integral 3. Gattung. Be- 
stimmt man nämlich eine rationale Function von (a?, y), welche 

= 0* in jedem der n Punkte (a; = cx), y •= cx)), 

= CX)* in jedem der m Verzweigungspunkte, 

= oo^ wie — -^1 (x — ^i)""* in dem Punkt (x^, yj, 

so ist das Integral dieser Function, vermehrt um ein Aggregat von p 
linear unabhängigen Integralen 1. Gattung, das allgemeinste Integral 
2. Gattung mit dem ünstetigkeitspunkt (ar^, yj. 

Indem man dies Integral durch A^ dividirt und die Coefßcienten 
der Integrale 1. Gattung passend bestimmt, erhält man das Normal- 
integral 2. Gattung t^^ das wir so definiren: 

(IV) Das Normalintegral 2. Gattung t^ mit dem algebrai- 
schen Ünstetigkeitspunkt {x^, y^) ist so bestimmt. 
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1) dass es in (x^j y,) <x> wird wie (x — äjJ^S 

2) dass die Periodicitätsmoduln an den p Querschnitten 
üi sämmtlich »» sind. 

Man bildet indess das Normalintegral 2. Gattung ^ einfacher 
durch einen Grenzübergang aus dem Normalintegral 3. Gattung w^^' 
Hierzu dient die zweite Gleichung (11). Lässt man in derselben 
(^89 ^2) unendlich nahe an (x^y yj heranrücken, so werden zunächst 
beide Seiten unendlich kleine Grössen. Diyidirt man beiderseits durch 
die constante Grösse x^ — x^, so hat man den Grenzübergang 

lim -J?ii iun ^io-«^«o „g^. (12) 

Dieser Ausdruck stellt nun ein Integral 2. Gattung dar und zwar 
grade das in (lY) definirte Normalintegral t^. Deim nach dem Ver- 
halten von Wj^Q hat der Ausdruck (12) folgende Eigenschaften: 

Er wird nur oc in (.„ y,) und zwar wie - «^--i)_(^ -.,)-- 

er bleibt dagegen in (Xq, y^ endlich^ da w^^ hier endlich ist. 

Die Periodicitätsmoduln von (12) an den Querschnitten ai sind 0^ 
wie die von w^^ oder w^q selber. 

An den Querschnitten 2 sind die Periodicitätsmoduln von (12) 
ebenfalls = 0, da sie für w^<^ oder w^q gleich + 2 iat waren. 

Bei der Bildung des Differentialquotienten (12) ist wesentlich; 
dass das Integral w^q bereits normirt ist, oder dass der Coefficient 
des Logarithmus in der Entwicklung von w^^^ in der Umgebung von 
{xx, ffj) gleich — 1, also unabhängig von (x^ y^j ist. Wäre dieser 
Goefficient abhängig von {x^j y^), so würde man durch Differentiation 
von w^Q nach x^^ ein Integral erhalten, das in (x^y y^) zugleich algebraisch 
und logarithmisch 00 wäre. 

Man hat so den Satz^): 

(V) Das Normalintegral 2. Gattung t^ mit dem ünstetig- 
keitspunkt (x^y y^) ist 

h-'-^, (13) 

d. L es ist gleich der Ableitung des Normalintegrals 
3. Gattung w^q nach äj^, wobei der Punkt (rr^, y^) ganz be- 
liebig ist. 

Aus (8) folgt, dass der Periodicitätsmodul von t^ an dem Quer- 
schnitt 6,- den Werth hat 



1) Riemann, Ges. W. S. 100. 

Stahl, Abel'sche Functionen. 
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Xn 

(14) ^ - <r = 2 -^Jdu, 2 (2h 

«1 

wie auch im § 18 (11) noch besonders gezeigt wird. 

Der allgemeinste Werth; den das Integral ^ durch Abänderung 
des Integrationsweges in T annehmen kann, wird daher erhalten, in- 
dem man zu t^ den Ausdruck addirt 

(15) 22'«. (^')v 

WO die ni beliebige, ganze Zahlen sind. 

In ähnlicher Weise, wie oben, findet man, dass ein Integral, das 
nur in einem Punkt (a?!, y^ oo wird, und zwar wie (x — äJi)"~* oder 
wie 2 {x — üCi)""' n. s. f. und das an den Querschnitten a< die Perio- 
dicitätsmodulu hat, identisch ist mit der 1., 2., . . Ableitung von t^ 
nach x^ oder mit der 2., 3., . . Ableitung von w^q nach x^ . Auch diese 
Integrale lassen sich leicht direct bilden. 

Umgekehrt kann man nach (13) das Integral w^^ durch einen 
Integrationsprocess aus dem Integral 2. Gattung herleiten. Ist näm- 
lich t^ ein Normalintegral 2. Gattung mit dem Unstetigkeitspunkt 
(^o> yo)> ^^ ^^^ n&üAi (11) und (13) 



«1 
(16) w„ -=po 



^0 ^^0 > 



*% 



oder, wenn -^ als rationale Function von (x^ y) und (oJq, y^) mit 
iff {x\ Xq) bezeichnet .wird, 

X Xi 

(17) M^ij = / drC / ^ (X] Xq) ÜXq . 

Das Normalintegral 3. Gattung kann also auch erhalten werden 
durch zweimalige Integration einer algebraischen Function. 

§ 17. Zerlegung des allgemeinen Integrals. 

Wir kehren zurück zu dem allgemeinen, Abel'schen Integral 
(1) W^jF{x,y)dx 

und zeigen, wie sich dasselbe aus Integralen der drei Gattungen zu- 
sammensetzen oder in solche zerlegen lässt. 

Man nehme zuerst an, es sei die Form von W {1) gesucht und 
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es seien zu diesem Zweck die Unstetigkeitspunkte von W und die 
Entwicklungen von W in der Umgebung derselben gegeben. Die 
Unstetigkeitspunkte von W seien einfache Punkte im Endlichen von T 
mit den Coordinaten {xij yi) (l =^ 1, . ., fn) und die Entwicklung von 
W in der Umgebung des Punktes {xi^ yi) sei 

wo ^ -4| «« ist, wo ferner die Glieder mit negativen Exponenten 

in endlicher Zahl auftreten und Sß (rc — xi) eine aufsteigende Potenz- 
reihe bezeichnet. Eine Betrachtung^ ähnlich der zu Anfang des § 16 
angestellten^ zeigt, dass P(x, y) die bestimmte Form 

P(x,y)^Q9:F'(y) (2a) 

haben muss, wo <P eine beliebige, adjungirte Function vom Grade 
n — 3 und Q{Xy y) eine rationale, gebrochene Function von gleichem 
Grade im Zähler und Neimer ist, welche die Punkte (xi, yi) zu oo 
Punkten erster oder höherer Ordnung hat. Man gelangt aber zur 
Lösung der gestellten Aufgabe und damit indirect zur Bildung der 
Function Q unmittelbar mit Hilfe des in § 16 definirten Normal- 
integrals 3. Gattung. Bildet man nämlich aus den oo Punkten (o^j, yi) 
und den Coef&cienten Ai^ Bi, d, Di, . . den Ausdruck 



m 



^®iO . y^ ^^^10 . 1 T^ ^'® 



2'(^«„o + 5,^« + a^ + j2),^+.), (3) 

in welchem der Punkt (xq, y^) ganz willkürlich ist, so ist die Diffe- 
renz zwischen W und der Function (3) in allen Punkten der Fläche 
T endlich, in {xi, yi), weil sich die unstetigen Glieder aufheben, in 

(xq, ^q), weil ^ -4/ = ist. Die Differenz ist daher ein allgemeines 

Integral 1. Gattung, das sich aus den p Normalintegralen 1. Gattung 
u^j . .yUp mit p Coeffilcienten ft^, . «^ ftp zusammensetzt. Man hat folg- 
lich für W den Ausdruck 



dm.n d^ca, 



Kennt man weiter die Periodicitätsmoduln Jf, , . ., Mp von W 
an den Querschnitten o^, . ., o^, so erhält man noch p Gleichungen 
zur Bestimmung der p Coefficienten (it. 

Ist umgekehrt W oder P(x, y) in (1) gegeben und die Zer- 
legung (4) gesucht, so ermittelt man auf algebraischem Wege die 
Unstetigkeitspunkte von P(x, y) und zu jedem derselben die Reihen- 

9* 



132 Dritter Abschnitt. [§ 17. 

ent Wicklung dieser Function. Damit sind die Punkte (xi, yi) und die 
zugehörigen Goemdenten Ai, Bi, Q, . . gegeben, aus denen man den 
Ausdruck (4) bilden kann. Dies gibt den Satz: 

(!) Ein System von hinreichenden und unabhängigen 
Stücken zur Bestimmung eines Abel'schen Integrals be- 
steht 

1) in den Unstetigkeitspunkten (xi, yi) und den zugehöri- 
gen Entwicklungscoefficienten Äi, Biy Ciy . . mit der Be- 
dingung ^. -4j = und 

2) in den Periodicitätsmoduln an p der 2p Querschnitte 
Qiy bi oder auch in den reellen Theilen der Periodicitäts- 
moduln an allen 2p Querschnitten. 

Durch diese Stücke ist das Integral bis auf eine additive Con- 
stante bestimmt. Bei Biemann ergibt sich der Satz (I) wieder als 
specieller Fall des Dirichlet'schen Princips. 

Differentiirt man die Gleichung (4) nach x, so erhält man für 
die rationale Function P(x, y) eine Zerlegung in eine Beihe von ein- 
fachen^ rationalen Functionen, die in den Unstetigkeitspunkten von P 
in bestimmter Weise <x> werden, eine Zerlegung, die sich auch direct 
Yomehmen lässi 

Man kann diese Darstellungen noch mannigfach abändern, indem 
man auf der rechten Seite in (4) die Integrale 2. Gattung zum Theil 
durch eine rationale Function von (rr, y) und die Integrale 3. Gattung 
zum Theil durch den Logarithmus einer rationalen Function von (x^ y) 
ersetzt. 

So lässt sich z. B. ein Integral W, das in einer beliebigen Zahl 
m von Puükten (xi, yi) (Z «= 1, . ., w) cx)^ wird, bez. wie Bi (x — xi)~^, 
darstellen durch ein Aggregat, gebildet aus den p Normalintegralen 

1. Gattung Ur, aus p Normalintegralen 2. Gattung tr mit beliebigen 
Unstetigkeitspunkten (§r; ^r) (r *» 1, . ., p) und aus einer rationalen 
Function von (x, y). 

Denn sind Mi und Ni die Periodicitätsmoduln von W an den 
Querschnitten a«- und bi, sind femer t^, . ., fp die p Normalintegrale 

2. Gattung, bez. mit den Unstetigkeitspunkten (l^, i^j), . ., (|p, ly^), 
sind endlich u^, , ., Up die p Normalintegrale 1. Gattung und bildet 
man das Integral (r = 1, . ., p): 

W+^Vrtr—^(lrUr, (5) 

r r 

SO lassen sich die 2p constanten Coeffilcienten fir, Vr so wählen, dass 
die 2p Periodicitätsmoduln von (5) an den Querschnitten a,-, bt sämmt- 
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lieh verschwinden. Dabei bestimmen sich die 2p Grössen firy Vr nach 
(11) § 15 und (14) § 16 aus den 2p Gleichungen (t = 1, . ., jp): 

Mi — fUni = 0, Ni- 2^ Vr (-^)^ — 2 ILrttir — 0, 

r r 

-j-^j der für (5r, tlr) gebildete Werth von -j-^ ist. Es ist 
daher nur noch die Bedingung hinzuzufügen, dass die Determinante, 

"ä — ) \h ^ "^ ^7 • •; p)} nicht verschwinden 

darf. Nach dieser Bestimmung der Grössen ^r, Vr ist (5) eine ratio- 
nale Function B von (a?, y), deren oo^ Punkte die m Punkte (xi, yi) 
und die p Punkte (j^ry '^^ und deren Residuen in diesen Punkten bez. 
Bi und Vr sind, die sich daher nach § 12 leicht bilden lässt. Damit 
ist das Integral W in der angegebenen Weise dargestellt. 

Ebenso kann man offenbar ein Integral TT, das ia m Punkten 
(a?o yi) logarithmisch oo wird bez. wie Äi log (a? — a?j), darstellen 
durch ein Aggregat, gebildet aus den p Normalintegralen 1. Gattung, 
ans p Normalintegralen 3. Gattung mit beliebigen Unstetigkeits- 
punkten und aus dem Logarithmus einer rationalen Function von 
{Xy y), und man kann allgemein ein Integral W mit beliebigen alge- 
braischen oder logarithmischen Unstetigkeitspunkten darstellen durch 
ein Aggregat, gebildet aus p Normalintegralen 1. Gattung, aus p 
Normalintegralen, die theils 2. Gattung, theils 3. Gattung sind und 
aus einer rationalen Function von (x^ y) und dem Logarithmus einer 
solchen Function. 

Wichtiger als diese Darstellungen sind die folgenden Anwen- 
dungen des Satzes (I), welche die Darstellung einer rationalen Func- 
tion von (Xy y) durch Integrale 2. Grattung und die des Logarithmus 
einer solchen Function durch Integrale 3. Gattung enthalten. 

Um eine gegebene rationale Function R{Xy y)'=:R von der 
Ordnung m (> p) durch AbeFsche Integrale darzustellen, sei der Ein- 
fachheit halber vorausgesetzt, dass die oo Punkte (ßiy yß^ (2 = l,..,m) 
von ü beliebige, einfache Punkte im Endlichen von T seien, und dass 
jB in jedem derselben nur in 1. Ordnung oo werde, in (/J^, y^^) wie 
Bi{x — ßi)"^' Tritt nun in (4) R an Stelle von TT, so hat man 

a?i == ßiy -4j = 0, Cl «= 0, . . und es folgt, weim -, — = tß^ gesetzt 



/ 



wird (vgl. (13) § 16), für JB der Ausdruck (i = 1, . ., w): 

R=^B;tß^ + Bo, (6) 
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WO Bq eine Gonstante ist. Das in (4) auftretende Integral 1. Gattung 
fällt hier weg oder die Coefficienten ^k sind hier 0, weil die Perio- 
dicitätsmoduln der Function B und ebenso der Normalintegrale 2. 
Gattung t an den Querschnitten a< sämmtlich sind. Die Gleichung 
(6) gibt den Satz^): 

(II) Eine rationale Function B(x, y) lässt sich darstellen 
als ein Aggregat von Normalintegralen 2. Gattung^ deren 
ünstetigkeitspunkte die oo^ Punkte und deren Coefficien- 
ten die zugehörigen Residuen der Function B sind. 

Das Charakteristische der rationalen Function By betrachtet als 
AbeFsches Integral, besteht darin, dass die 2 m Elemente (ßiy y^^ und 
Bi nicht willkürlich, sondern durch p Gleichungen an einander ge- 
bunden sind (Satz IV § 12). Diese p Gleichungen ergeben sich hier, 
indem man die Periodicitätsmoduln an den p Querschnitten hi auf der 
rechten Seite der Gleichung (6) gleich setzt, nach (14) § 16 in der 
Form (i -= 1, . ., jp): 

• 

Diese Gleichungen sind identisch mit (12) § 13 und stellen das 
Abel'sche Theorem für Differentiale 1. Gattung dar, angewandt auf 
die Function B(Xy y). Wir haben an jener Stelle gesehen, wie man 
durch Discussion der Gleichungen (7) den Biemann-Boch'schen Satz 
findet In der That war die Darstellung der rationalen Function B 
in der Form (6) und der zugehörigen Bedingungsgleichungen in der 
Form (7) für Biemann und Boch der Ausgangspunkt zur Herleitung 
des Satzes. 

Um den Logarithmus einer gegebenen, rationalen Func- 
tion B(x, y) durch Abel'sche Integrale darzustellen, muss man nach 
(I) von log B wieder die Ünstetigkeitspunkte und die zugehörigen 
Entwicklungscoefficienten, sowie die Periodicitätsmoduln an den Quer- 
schnitten üi kennen. Die m cx)^ Punkte von B seien wieder (ft, y^^), 
die m 0^ Punkte («,, y«^). In der Umgebung dieser Punkte ist für 

j/3,: E = B,(a: — ft)~' + -- also log 22 = - log (ic~ /3,) + •• 
[aii B = Äi{x — a,)+i + • • „ log B = -f log (rr — «,) + - • 

d. h. fiir die sämmtlichen Punkte «, und ßi ist log B logarith- 
misch oo. Tritt nun log B an Stelle von W in (4) ein, so hat man 

1) Eiemann, Ges. W. S. 100. 
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(xi = ßi, -4j ~ — 1) und (xi — a/, ^^ -» + 1) zu setzen, während 
Si} Cij . . gleich sind. Es folgt daher für log B ein Ausdruck, den 
man mit Bücksicht auf die Gleichung cd^q — cogo *= g>i2 (11) §16 
schreiben kann 

m p 

log B -=2 ^ßiai +2'f^*wt + G. 

Die Periodicitätsmoduln von log B an dem Querschnitt a,- (das- 
selbe gilt von hi) müssen ganzzahlige Vielfache von 2i% sein, also 
von der Form mi2i%y wo m,- eine + ganze Zahl (oder 0) ist, die 
man erhält, indem man log B von der — zur + Seite des Quer- 
schnitts üi führt. Hiemach sind die Coef&cienten ft^«» 2mj und man 
hat die Gleichung 

log B -2^01^, a, + 2^mtut + C (9) 

oder den Satz: 

(ni) Der Logarithmus einer rationalen Function B(x, y) 
lässt sich, abgesehen von einem Integral 1. Gattung, dar- 
stellen als eine Summe von Normalintegralen 3. Gattung, 
deren ünstetigkeitspunkte die cx>^ und 0^ Punkte der Func- 
tion B sind. 

Das Charakteristische des Logarithmus einer rationalen Function 
R{x, y)y betrachtet als Abel'sches Litegral, besteht darin, dass die 
2 m Elemente (/J/, y^^ und (a<, y«,) nicht willkürlich, sondern durch p 
Gleichungen an einander gebunden sind. Diese p Gleichungen er- 
geben sich hier, indem man die Periodicitätsmoduln an den Quer- 
schnitten bi auf beiden Seiten der Gleichung (9) gleich setzt, nach 
(8) § 16 in der Form (i = 1, . ., jp): 



1» 



9i 

dui — nini, (10) 



Die ganzen Zahlen n,- in diesen Gleichungen hängen von den 
Litegrationswegen zwischen den Punkten ßi und ai ab und können 
durch passende Wahl derselben auch <= gemacht werden. Die 
Gleichungen (10) stellen das Abel'sche Theorem für Litegrale 1. Gattung 
dar, angewandt auf die rationale Function B{Xj y)\ sie werden in § 20 
eingehender untersucht. 
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§ 18. BeBiehongen zwisohen awei Abersohen Integralen. 

In den §§ 14 — 17 wurden die Eigenschaften und die Bildungs- 
weise der Aberschen Integrale besprochen. Wii: fragen jetzt nach den 
Beziehungen der Abel'schen Integrale zu einander. Es besteht eine 
allgemeine Formel^) zwischen den Elementen zweier belie- 
bigen AbeTschen Integrale V und W, aus der sich durch Spe- 
cialisirung von V und W eine Beihe von Sätzen und Darstellungen 
ergibt, die sich auf das Verhalten der drei Gattungen von Integralen 
zu einander und auf ihr Verhalten zu den rationalen Functionen be- 
ziehen. 

Es seien zwei Abel'sche Integrale gegeben, V mit den Unstetig- 
keitspunkten (a?j, yi) (i ««= 1, . ., m) und W mit den Unstetigkeits- 
punkten (fo, i?a) (A — 1, .., ft) in der Verzweigungsfläche T. Man 
schliesse diese Punkte durch kleine Kreise aus, lege femer die Quer- 
schnitte a,-, 6^ c,- (i = 1, . ., j)) und von dem Punkte (dem gemein- 
samen Punkte der Schnitte d) nach den um die Punkte (xi, yi) und 
(ix, iji) gezogenen Kreisen weitere Schnitte S< und &Xf die weder ein- 
ander noch a,, hi, Ci schneiden und wähle endlich den -f- und — Band 
an jedem dieser Schnitte , wie in Figur 8 S. 104. In der so aus T 
entstandenen^ einfach zusammenhängenden Fläche T' sind die Inte- 
grale V und W eindeutig und stetig und es ist folglich nach dem 
Cauchy'schen Fundamentalsatz ^) über die Integration im complexen 
Gebiet 

(1) jFdTT— 0, 

wenn dies Integral etwa in positiver Bichtung (im Sinne der Pfeile 
in Fig. 8) über die ganze Begrenzung von T' ausgedehnt wird. Die 
in Bede stehende Gleichung ergibt sich nun aus (1)^ indem man für 
das Integral die von den einzelnen Querschnitten der Fläche T'y sowie 
die von den Kreisen um die Punkte {xiy yi) und (|ji, r^x) herrührenden 
Beiträge bestimmt. Was die Querschnitte betrifft, so kommen die 
Linien d nicht in Betracht, weil für sie, wie früher bemerkt, die 
Periodicitätsmoduln jedes AbeFschen Integrals gleich sind. Für die 
übrigen Schnitte a,-, hi, S< und S^ lässt sich mit Hilfe der Periodici- 

1) Das Princip zur Herleitung dieser Formel durch Auswerthung des Rand- 
integrales (1) ist von Eiemann (Ges. W. S. 124 und 133) für einen speciellen Fall 
entwickelt und von Glebsch-Gordan, Ab. F. S. 114 ff. (1866) zur Ableitung 
weiterer Eelationen benutzt worden. Die allgemeinste, derartige Formel hat 
Herr Prym (Joum. för Math. Bd. 71. S. 306) (1869) gegeben. 

2) S. etwa Dur^ge, Elemente der Theorie der Functionen. 4. A. § 18. 



/ 
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tätsmoduln der Weg des Integrals (1) beschränken auf den -f" I^'^nd 
dieser Schnitte. 

Wir machen vorerst vereinfachende Annahmen^ die sich später 
leicht aufheben lassen, nämlich, dass die Unstetigkeitspunkte {xiy yi) 
und (J^X) rjx) weder in Verzweigungspunkte noch ins Unendliche von T 
fallen, dass keiner der Punkte (xi, yi) mit einem der Punkte (1^, rjx) 
zusammenfalle, und dass V und W algebraisch nur bis zur ersten 
Ordnung oo werden. Es sei also in der Umgebung von 



(xi, yi): V= a log (x ~ X;) + D,(x - xt)-^ + %(,x- xi),] 
{ix,m): W = Cxlogix - ix) + lix {x ^ ix)"' + Pi{x-ix), 



(2) 



wobei 2^ = 0, ^Gx^O (3) 

l X 

ist und 5ßf (x — Xi) und Px (x — ix) aufsteigende Potenzreihen bez. 
von (x — Xi) und {x — ix) bedeuten. 
Femer sei in der Umgebung von 






Endlich seien die Periodicitätsmoduln von 



(4) 



(5) 



V an ttii Mi, an bii Ni, 
W „ üii M„ „ bii N,. 

Unter diesen Voraussetzungen bestimmen sich die Beiträge zu 
dem Integral (1) folgendermassen (Fig. 8): 

1) Für die Querschnitte a,, hi sind die Werthe von dW in zwei 
entsprechenden Punkten zu beiden Seiten jedes Querschnittes 
gleich und von entgegengesetzten Vorzeichen; femer ist an 

tti : F+ - F- = Mi, h : F+ - F" = JV,; 

folglich ist, da die positive Grenzrichtung 

auf der + Seite von a, von dem — zum + Kande von 6,-, 

führt, der Beitrag zu (1) für 

+ -f 
a,: MifdW= MiNi, h: NijdW ZViNI^ 
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WO / andeutet; dass das Integral nnr noch längs der -|- Seite 

des Querschnitts ai im Sinne des Pfeiles zu nehmen ist. Demnach 
ist der Gesammtbeitrag von allen Querschnitten a,*; &,• 

zum Integral (1) 

p 

(6) -^(JMiN.-J7,M0. 

2) Für den Schnitt ß^ ist F+ — F- — 0, also ist der Beitrag 
von sämmtlichen Schnitten ^x zum Integral (1) »= 0. 

Für den Schnitt fi, ist 7+ — F" = 2iÄ(7,, also ist der 
Beitrag zum Integral (1) 



= 2 in Cjd W=2in c/dW. 



Daher ist der Gesammtbeitrag von allen Schnitten S^ zum 
Integral (1) 

(7) — 2in^ CifdW. 

3) Für den Ereis um (^x, tlx) erhält man nach (2) und (4), indem 
man in der Entwicklung von F-r— in der Umgebung von (J^, ijx) 

CHX) 

die Glieder mit (x — 62)""^ zusammenfasst, als Beitrag zu (1) 

(8) \ («0 (^^) 

2i«[C,r,,-D.(g)J. 

Für den Ereis um (xi, yi) findet man in ähnlicher Weise 
als Beitrag zu (1)^) 



1) Da Aog (x — aj,) dx und eben jedes ßx — «,)* log {x - a?^) da; = ist, 
wenn X; > 0, wie sich durch theilweise Integration ergibt. 



/ 
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Fasst man die Beiträge (6) bis (9) zusammeiiy so erhält man aus 
(1) die gesuchte fundamentale Gleichung: 



'I ^r 



• = 1 



(10) 



Die Lage des Punktes ist von keinem Einfluss^ da ^ Ci = 

und ^ Ca = ist. 

Wir heben nachträglich die bei der Herleitung der Gleichung 
(10) gemachten^ vereinfachenden Voraussetzungen auf. Zunächst war 
angenommen; dass die Integrationswege Oxi und O^x m T weder ein- 
ander noch die Querschnitte Oiy hi schneiden. Lässt man diese Be- 
schränkung fallen, also die Wege Oxi und O^i ganz beliebig in T 

verlaufen; so ist jedes der Integrale JdW und JdVy so oft der Weg 

Oxi oder 0|x einen der Schnitte a,-, 6,-, Sj, Sa von der + zur — 
Seite überschreitet; um den zugehörigen Periodicitätsmodul zu ver- 
mehren. Die linke Seite in (10) ist daher bei allgemeinen Integra- 
tionswegen in T um eine Summe von ganzzahligen Vielfachen von 

sämmtlichen Periodicitätsmoduln der Integrale QfdW und CxfdV 

zu vermehren, d. h. um einen Ausdruck der folgenden Form 

+2'2'^'(*^«'^» + ^'«N0 -^^^^{Hi^i + niNi), (10a) 

l i i i 

wo die nij n^ ft; v ganze Zahlen sind; die von den gewählten Inte- 
grationswegen abhängen. Dieselbe Bemerkung gilt fCLr die späteren 
aus (10) abgeleiteten; speciellen Gleichungen. 

Feruer war vorausgesetzt; dass in den Entwicklungen (2) die 
algebraisch unendlichen Glieder nur von der ersten Ordnung seien. 
Nimmt man in den Entwicklungen (2) noch Glieder auf; die in höherer 
Ordnung oo sind, so treten in (10) noch Aggregate mit höheren Ab- 
leitungen von V und W hinzU; wie sich ergibt; wenn man die Ent- 
wicklungen auch in (4) fortsetzt. Es wurde endlich angenommen, 
dass die Unstetigkeitspunkte (xiy yi) und (Ja, ijx) der Integrale V 
und W weder in Verzweigungspunkte noch ins Unendliche von T 
fallen. Um ganz allgemein zu verfahren; seien Si und 0i zwei Grössen; 
die bez. in (xi, yi) und (|a; rix) unendlich klein von der et^ten Ord- 
nung sind; so dass 
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(10b) 



Si^'^x — Xiy oder {x — x^^^ y oder xr^ , 

JL 
^(fi — x — lx, „ {x — l^yi^ ^ a;-S 

je nachdem {xiy yi) und C^x, rji) im ersten Falle einfaclie Punkte, im 
zweiten Falle Verzweigungspunkte der Ordnung ftj und vx sind, im 
dritten Falle zu den n Punkten (x = oo, y -« c») gehören. Femer 
sei in der Umgebung von 

(xt, yd F- a log 5, + D, 87' + % {sd, 
(gz, m) W=Cx log d, + Dx <fT' + Pa (i^z), 

wobei wieder ^ Ci «=» 0, ^^ C^ •= 0, 

und es sei in der Umgebung von 

(fci, ^a) F= Ff^+Tad2 + ... 
Die Grossen Ti und Ta sind nur für «/ — a; — Xi und 0x'^x — Si 
bez. gleich (-5—) und (^). ; för die anderen Fälle hat man die 

Substitution (10 b) zu machen und die Entwicklung auszuführen. 
Wiederholt man die Berechnung der Beiträge zum Integral (1), so 
zeigt sich, dass in (8) und (9) und folglich auch ia (10) an Stelle 

von (-J-) und (-y-). die Grössen Ti und Tx treten, während alles 
andere ungeändert bleibt. 

Wir leiten zunächst aus der allgemeinen Formel (10) einige spe- 
cielle Sätze ab, die sich auf die Periodicitätsmoduln der drei 
Gattungen von Aberschen Integralen beziehen, nämlich der 
Normalintegrale 1. Gattung w* (ifc = 1, . ., jp), des Normaliategrals 
2. Gattung t^^ mit dem algebraischen Unstetigkeitspunkt (rCj, y^) und 
des Normalintegrals 3. Gattung w^^x^ mit den logarithmischen Un- 
stetigkeitspunkten (x^, y^) und (r^, y^). 

Es sei W = Mi, also 

Ca = 0, D;i = 0, M. = 0, M* = Äi, N, = art (i, ifc = 1, . ., i>). 
Dann folgt aus (10) 

(11) 2'[<^'/^«*-^'(S)J=ffc(«»^*-2'^'««)- . 
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Setzt man in (11) der Beihe nach 
r=ui also Ci = 0, A = 0, M,=0, Mi=7ii, 2V;=a,w] 
F=4, „ Ci-0, A=l, ^=0, (12) 

V=^z.^^ „ C, 1,(7,=+1, A=A-0, -M,=0, 1 

so erhält man die Gleichungen {JCj Z = 1, . ., p): * 

ctki = aik, (13) 

^*-=-2(S).,. (14) 

JV* = 2 [ jTdw* —£duk] = 2jreüu* . (1^) 

. Die Gleichungen (14) ergeben sich auch aus (15) durch den 
Differentiationsprocess, der das Normalintegral 3. Gattung in das Nor- 
malintegral 2. Gattung überführt (Satz V § 16). 

Die Gleichungen (13) bis (15) enthalten den Beweis der schon 
in § 15 Gl. (17) und § 16 GL (8 und 14) benutzten Sätze, nämlich: 

(I) Der Periodicitätsmodul des Normalintegrals 1. Gattung 
Ui an dem Querschnitte ht ist gleich dem Periodicitäts- 
modul des Normalintegrals 1. Gattung Ut an dem Quer- 
schnitte hl. 

(U) Die Periodicitätsmoduln des Normalintegrals 2. Gat- 
tung tje^ an den Querschnitten hjt sind die mit — 2 multi- 
plicirten Ableitungen der p Normalintegrale 1. Gattung 
Uk nach x, gebildet für den ünstetigkeitspunkt x^. 

(III) Die Periodicitätsmoduln des Normalintegrals 3. Gat- 
tung Wg^ X, an den Querschnitten hk sind gleich den mit 2 
multiplicirten, zwischen den Unstetigkeitspunkten x^ und 
x^ genommenen Normalintegralen 1. Gattung Uk, wenn der 
Integrationsweg zwischen Xi und x^ die Querschnitte Oi, hi 
nicht schneidet. 

Die Gleichuiigen (13) beziehen sich auf das System der p Normal- 
integrale 1. Gattung u^, . ., Up und die zugehörigen Periodicitäts- 
moduln. Betrachtet man statt dessen ein beliebiges System von %) 
linear unabhängigen Integralen 1. Gattung v^, . ., Vp, deren Perio- 
dicitätsmoduln an den Querschnitten a,-, hi durch das Schema (7) § 15 
gegeben sind, so hat man in (10) zu setzen 



L 



,< 
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und erhält daher zwischen den Periodicitätsmoduhi der Integrale 
Vj, . ., Vp die Relationen (Ä, 1 = 1, . ., p): 

p 
(16) y (Aa Bu — Äi, Bn) = 

und damit den Beweis der Gleichungen (9 a) § 15. 



In ähnlicher Weise wie die Sätze über Periodicitätsmoduln er- 
geben sich gewisse Yertauschungssätze für die Abel'schen 
Integrale. Setzt man in der Gleichung (10) der Reihe nach 

(F-4., W^t,,), (F-<,., W=w^^, (F- «;,,;, Tr=«;f.O, 
SO erhält man die folgenden Gleichungen 

(") • &i- i^i 

(18) fX (^H., 

(19) J dw^^ ^ = / dw^, X. . 

«1 fti 

Auch hier lässt sich wieder (17) aus (18) und (18) aus (19) ab- 
leiten durch den DifferentiationsprocesS; der das Normalintegral 
3. Gattung in das Normalintegral 2. Gattung überführt. Die Gleichungen 
(17) bis (19) geben die Sätze: 

(lY) In der Ableitung des Normalintegrals 2. Gattung mit 
dem Unstetigkeitspunkt Xi nach x, gebildet für den Punkt 
X2i kann man Xi mit x^ vertauschen. (Vertauschungssatz 
der Normaldifferentiale 2. Gattung.) 

(Y) Das Normalintegral 2. Gattung tx^, genommen zwischen 
den Grenzen x^ und X2, drückt sich algebraisch aus durch 
die Ableitung des Normalintegrals 3. Gattung Wx^x^ nach 
rr, gebildet für Xq. 

(YI) In dem Normalintegral 3. Gattung Wx^x^j genommen 
zwischen den Grenzen ^^ und ^^y tann man die Unstetig- 
keitspunkte x^j x^ mit den Integrationsgrenzen ^^^ ^ 
vertauschen. (Yertauschungssatz der Normalintegrale 3. 
Gattung.) 

Man nennt in einem Integral 3. Gattung die Coordinaten der 
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Dnstetigkeitspunkte die Parameter und die Coordinaten der Grenz- 
punkte die Argumente und bezeichnet demgemäss den Satz (VI) als 
den Yertauschungssatz von Parameter und Argument. 

§ 19. Das Abersohe Theorem^). 

Man erhält weiter eine Beihe wichtiger Relationen^ die in ihrer 
Gesammtheit das Abel'sche Theorem vorstellen^ indem man, wie 
vorher zwei Abel'sche Integrale ^ so jetzt ein AbeFsches Integral mit 
einer rationalen Function oder mit dem Logarithmus einer solchen 
Function combinirt. 

Es sei R(x, y) eine beliebige, rationale Function von der Ord- 
nung m mit den m <x>^ Punkten (Sj, y^J, .., (6^, y*^) oder ktfrz h^y . ., hm 
und den m 0^ Punkten (a^, yoj; • ., («m, Va^ oder kurz a^, . ., Omj 
die sämmtlich einfache Punkte im Endlichen von T seien. Es ver- 
halte sich in 



(1) 



hii R wie Bi{x — ft^^S *^'so log R wie — log (a? — 6^) 
aii R „ Äi (x - ai)+\ „ log E „ + log (x — a,) . 

Für eine zweite rationale Function P(x, y) sollen ax, ßx, Aa, B^ 
dieselbe Bedeutung haben wie at, bi, Ai, Bi für R(x^ y). 

Setzt man in (10) § 18 zuerst F= 1, Tr=logP, so erhält 
man den Satz, dass ftlr jede rationale Function P(x, y) die Zahl der 
oo^ Punkte und der 0^ Punkte dieselbe ist (vgl. § 7 Satz II und § 14 
Satz V); setzt man F= 1, während W ein allgemeines AbeFsches 

Integral bleibt, so erhält man die Gleichung ^ Cji = 0, d. h. den 

Satz, dass für jedes Abel'sche Integral die Summe der Coefficienten 
der logarithmischen Glieder verschwindet (vgl. § 14 Satz III). 

Man setze nunmehr 

F=E, also a = 0, Di = Bi, ilfi^O, JV; = 0; 
dann geht (10) § 18 über in 

^»(m+-?[e'(%,-».(§|)J-»- W 

Diese Gleichung enthält das Abel'sche Theorem für das all- 
gemeine Abel'sche Differential dW] wir geben demselben am 
Schluss dieses § eine bestimmte Fassung (Satz VI). 



1) Abel, Oeuvres complfetes I. S. 146 (1826) und S. 615 (1829). Riemann, 
Ges. W. S. 116 ff. ClebBch-Gordan, Abel'Bche Functionen S. 44 u. 127 (1866). 
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Nimmt man in (2) für W der Reihe nach die Functionen 

so folgen die Gleichungen 

Die dritte dieser Formeln gibt den firüher auf anderem Wege 
hergeleiteten Satz (vgl. (7) § 17 und (11) § 13): 

Zwischen den m oo^ Punkten hi und den zugehörigen 
m Residuen 3i einer rationalen Function R{Xyy) von der 
Ordnung m bestehen die p Gleichungen (5). 

Man setze femer in (10) § 18 

V=^]ogR, also Cf«= — 1 för a?j«=6/ und Cl = 4-1 für Xi^^ai, 

und 2)<== fttr alle Xi, Mi^=^mi2ijtj Ni^==ni2iiCy 

wo miy fii bestimmte ganze Zahlen sind (vgl. 17). Dann folgt aus 
(10) § 18 ^ 

Auf der linken Seite wäre noch der Ausdruck 

i 

hinzuzufügen. Man kann denselben^ da er eine allgemeine Periode 
des Integrals W darstellt^ weglassen^ wenn man die Integrationswege 

von JdW zwischen den Punkten ai und 6/ passend wählt^ wie im 

Folgenden vorausgesetzt sein soll. 

Die Gleichung (8) enthält das Abel'sche Theorem für das 
allgemeine AbeTsche Integral W^ nämlich: 



(8a) —^(miNi — niMi) 
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(I) Die Summe der Werthe eines allgemeinen Abel'schen 
Integrals Wy genommen zwischen zwei Systemen von 
Punkten bi und ai, in welchen eine rationale Function 
Ii(Xy y) die Werthe cx>^ und 0^ annimmt, ist eine ratio- 
nal-logarithmische Function der Goordinaten der ün- 
stetigkeitspunkte von W und der Coefficienten von R. 

Nimmt man in (8) für W der Reihe nach die Functionen 

logP, Mt, t^,, W:c,tHy 

so erhält man, unter 77 ein Productzeichen verstanden, 



2f 



duk =0 (Ä; = l, .., i)), (10) 



«i 



2f^ 



-«. -(tI^),.. (») 



?/■ 



dw,,,, = (log E),. - Gog BU . (12) 

Die Gleichungen (9) bis (12) enthalten die Sätze: 

(II) Der Quotient der Producte, gebildet aus den Werthen 
einer rationalen Function R für die 0^ und ocl^ Punkte 
einer andern rationalen Function P, ist gleich dem Quo- 
tienten der Producte aus den Werthen von P für die 0* 
und oo^ Punkte von R. 

(III) Für jedes Normalintegral 1. Gattung Ut ist die Summe 
der Integrale, genommen zwischen zwei Punktsystemen, 
in welchen eine rationale Function R die Werthe 0* und 
oo^ annimmt, gleich 0. 

(IV) Für jedes Normalintegral 2. Gattung 4i ist die Summe 
der Integrale, genommen zwischen zwei Punktsystemen, 
in welchen eine rationale Function R die Werthe 0^ und 
oo^ annimmt, gleich einer rationalen Function der Goordi- 
naten des Unstetigkeitspunktes x^. 

(V) Für jedes Normalintegral 3. Gattung Wg^a,^ ist die Summe 
der Integrale, genommen zwischen zwei Punktsystemen, 

stahl, Abersohft Fonctlon«!!. 10 
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in welchen eine rationale Function R die Werthe 0^ und 
oo^ annimmt, gleich dem Logarithmus einer rationalen 
Function der Goordinaten der Un3tetigkeitspunkte x^ 
und X2» 

Die Satze III bis V gelten nach (10) nicht blos für die Normal- 
integrale, sondern auch für die allgemeinen Integrale der 1., 2,, 3. 
Gattung; sie bilden das Abel'sche Theorem für die Integrale 
der drei Gattungen. 

Die Gleichungen (7) und (12) lassen sich in folgender Weise 
umformen. Nach dem Vertauschungssatz der Integrale 3. Gattung 
(19) § 18 ist 

Die Gleichung (7) geht daher , wenn man noch rr für a^i und x^ 
für fljj, femer E und B^ für (jR)« und (iJ),^ schreibt, über in 

X 

(13) B-B,^2bJ\'). 

Ebenso geht (12), wenn man den Vertauschungssatz der Integrale 
3. Gattung anwendet, über in 

m 
(14) log B - log B, ^^fdWi, a, . 

' «b 

Die Gleichungen (13) und (14) sind nichts anderes, als die früher 
gefundenen Gleichungen (6) und (9) § 17. Sie enthalten die Dar- 
stellung einer rationalen Function durch Integrale 2. Gat- 
tung und des Logarithmus einer solchen Function durch 
Integrale 3. Gattung. Der unterschied in der Form der Gleichung 

(14) von der früheren Gleichung (9) § 17, wo noch ein allgemeiner 
Periodicitätsmodul des Integrals 3. Gattung auftritt, erklärt sich dar- 
aus, dass hier die Integrationswege speciell, früher allgemein ge- 
nommen waren. 

Von Interesse ist noch folgende Bemerkung. Zwischen der alge- 
braischen Gleichung (2) und der transcendenten Gleichung (8), die 
durch die Substitutionen F«=jB und F==logJS aus (10) § 18 ge- 
wonnen wurden (und ebenso zwischen den aus (2) und (8) durch 
Specialisirung abgeleiteten Gleichungen) besteht ein enger Zusammen- 



1) Riemann, Ges. W. S. 100. 
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hang. Beide Gleichungen sagen dasselbe ans und lassen sich eine 
aus der andern ableiten. Führt man nämlich statt R eine Function 
r ein durch die Substitution 

80 dass r in den m Punkten ai und hi bez. die Werthe a und b an- 
nimmt, so geht (8) über in 

Differenzirt man nach b und berücksichtigt, dass nach (1) 

und (15) 

dh, X — b. fdx\ /dB dB\ B. , ^ 

-' — lim ^ ^ = (H ={^'-J-) - T-^y (17) 

so folgt: 

.4-„ 2^' (m +^e' C-^4 -^''' G4 r^),- 0- («) 

Dies ist aber nichts anderes als die Gleichung (2), gebildet für 

die Function 5- statt für die Function JB. Denn das Besiduum 

r — 

dieser Function (r — &)~^ für den Punkt bi ist grade der Werth (17). 

Die Gleichung (18) lässt sich auf die Form bringen 

wo rx den Werth von r für (|;i, ijü) bezeichnet. Sie stellt, wie schon 
bei (2) bemerkt wurde, das Abel' sehe Theorem für das allge- 
meine Abersche Differential dar. 

Es ist leicht, die Gleichung (19) direct herzuleiten, in derselben 
Weise, wie dies speciell für das Differential 1. Gattung (Gl. 7 § 13) 

geschah. In der That, da das Integral W nur in einfachen Punkten 

dW 
im Endlichen von T 00 wird, so ist -j— nach Gleichung (2a) § 17 

von der Form QO: F'y^ wo ^ eine adjungirte Function von jF= 
des n — S***^ Grades und Q eine rationale, gebrochene Function von 
gleichem Grade im Zähler und Nenner ist, die cx> wird in den Punkten 
C&; ^^) ^^<^ zwar nach (2) § 18 so, dass in der Umgebung von 

S = l| = CU^-&t)-^-^(^-fct)-^ + Pi(^-&i). (19a) 

10* 
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Man bilde nun, indem man die Function 22 (x, y) = Q setzt^ wie 
in (5) § 13 den Ausdruck 

und führe in denselben p als unabhängige Variable ein. Bezeichnet 
man die m Punkte ; fär die B{Xj y) einen bestimmten Werth q an- 
nimmt) mit {xi^ tfi) (2 «» 1, . .; ni)y so ist die Summe 



m 



\ 



(2') 2 (14 • 0)., . 

nach den früheren Darlegungen (§ 13) eine eindeutige Function 
von Qy da sie in jedem Punkt der p- Ebene nur einen Werth annimmt^ 
und sie ist weiter eine rationale Function von q^ da sie nur für 
eine endliche Zahl von Werthen q und für jeden nur in endlicher 
Ordnung oo wird. Um den Ausdruck (21) als Function von p dar- 
zustellen, hat man für jeden seiner cx> Punkte die Art des (x> Werdens 
zu untersuchen. Hierbei kommen in Betracht: 

1) die Punkte (Si, Jjz), für die Q oo wird und für die p «» p^ sei, 

2) die Punkte (6j, y^^, für die p «= <x> wird, 

3) die Verzweigungspunkte und Doppelpunkte in der Fläche T und 
die Punkte (a; = c», y «= oo). 

Nimmt q einen solchen Werth an, dass einer der m Punkte 
{xiy yi) mit dem Punkte (Sji, rix) zusammenfällt, so wird das ent- 
sprechende Glied in (21) = c»*; es ist nämlich für 

i^f y) = (&i, m)' 9-Qx = {^- li) (^)^^, 
folglich ist nach (19 a) 

Wird Q = c»^, so wird jedes Glied in (21) also auch (21) selber 

Denn für einen zu p <» cx> gehörigen Punkt (&<, y^^) verhält sich 

p wie (a? — 60""S 5I ^® (^ — ^O""* 

und folglich der Ausdruck (21) wie (x — 6f)+*. 

Für die Verzweigungspunkte, die Doppelpunkte und die Punkte 
(o; SS cx>, y =s 00) gilt nach unseren Voraussetzungen dasselbe, wie in 
dem Falle der Differentiale 1. Gattung, d. h. der Ausdruck (21) nimmt 
in diesen Punkten einen endlichen, von verschiedenen Werth an. 
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Fasst man dies zusammen, so erhält man für die Summe (21) 
als Function von q folgende Darstellung durch Partialbrüche 



2 



Denn beide Seiten dieser Gleichung werden als Function von q 
in derselben Weise oc; ihre Differenz ist also eine Gonstante und 
diese Gonstante ist 0, da für p = oo, d. h. für {xi, yi) = (pi, y^^ beide 
Seiten in (22) verschwinden. 

Hiermit ist die Gleichung (19) direct hergeleitet; denn (22) unter- 
scheidet sich von (19) nur durch die Schreibweise. 

Bringt man in (22) den allen Gliedern der linken Seite im Nenner 
gemeinsamen Factor dg . auf die rechte Seite und führt W ein, so 
erhält man 

^ idW),, =2' [C^ (P - Pa)-^ - D, (g) ((, - p,)-»] dQ, (23) 

(VI) d.h.: Wenn eine rationale Function M{Xy y) von der an- 
gegebenen Art denselben Werth q annimmt in den m 
Punkten (xi^ yi) (i=l, . ., m), so ist die Summe der oben 
definirten Abel'schen Differentiale dW, gebildet für diese 
m Punkte, gleich dem Differential einer Function von q 
von der Form (23). (Abel'sches Theorem für das allge- 
meine Differential.) 

Die Integration von (23) nach q zwischen zwei Werthen von q 
und den zugehörigen Werthsystemen (xi^ yi) führt, wie leicht zu sehen, 
zurück zur Gleichung (16), d. h. zum Abel'schen Theorem für das 
allgemeine AbeFsche Integral. 



§ 20. Das Abersohe Theorem für Integrale L Gattung and seine 

Umkehrung. ^) 

Das Abel'sche Theorem für Integrale 1. Gattung soll seiner Wich- 
tigkeit halber noch eingehender besprochen werden. Dasselbe war 
enthalten in den Gleichungen (10) § 19 (/ = 1, . ., m): 

^fdu, = 0, . ., ^fdiip = 0, (1) 



1) Litteratnr s. § 19. 
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(1) d.h.: Für jedes Integral 1. Gattung ist die Summe der m 
Integrale^ genommen zwischen zwei Punktsystemen ai und 
fei, in welchen eine rationale Function B(x,y) der Ordnung 
m die Werthe 0^ und oo^ oder eine rationale Function 
r(x, y) die Werthe a und 6 annimmt, gleich 0. 

Hierbei ist vorausgesetzt, dass die Integrationswege zwischen 
den Punkten ai und hi die Querschnitte a,, 6< (i = l, .., p) nicht 
schneiden^). 

Wählt man statt der m Anfangswerthe &;, die einem bestimmten 
Werthe h von r entsprechen, ganz beliebige m Anfangswerthe hi^, so 
nehmen die Gleichungen (1) die Form an 

(2) ^ j äu^^c^j .,y 2JdUp = Cp, 

wo q, .., Cp Gonstanten sind, die nur von den unteren Grenzen der 
Integrale abhängen. Die Gleichung (2) lautet in Worten: 

(II) Far jedes Integral 1. Gattung ist die Summe der Inte- 
grale, erstreckt von beliebigen festen Anfangspunkten hi^ 
bis zu einem System von Punkten bi, in welchen eine ra- 
tionale Function r(x, y) einen bestimmten Werth b an- 
nimmt, constant, d. h. unabhängig von diesem Werth b. 

Setzt man r(Xy y) in die Form r^(x, y) : r^ix^ y), so sind die 
Punkte bi diejenigen Punkte in T, für welche r^ix, y) — br^(Xf y) = 
ist, mit Ausschluss der Punkte, für welche gleichzeitig r,(a;, y) = 
und r^ix, 9) = ist. Da nun die Constanten Ck in (2) unabhängig 
von b sind, da femer b ein beliebiger Goefficient in der Gleichung 
Ti — ftrg = ist und dasselbe für jeden Coefficienten dieser Gleichung 
gelten muss, so folgt als dritte Form des Abel'schen Theorems: 

(ni) Für jedes Integral 1. Gattung ist die Summe der Inte- 
grale, erstreckt von beliebigen, festen Punkten bis zu 
solchen Punkten von T, in denen eine beliebige rationale 
Function von (x, y) verschwindet, constant, d. h. unab- 
hängig von den Coefficienten dieser rationalen Function. 

Deutet man die Gleichung F(x, y) = als Curve vom Grade n 
und vom Geschlecht j), so lassen sich die Sätze (I) und (III) geome- 
trisch so aussprechen: 

1) Es ist wohl nicht zu befürchten, dass die vorübergehende Bezeichnung 
von Punkten einerseits und Querschnitten andrerseits durch dieselben Buchstaben 
a, & zu Verwechslungen führen könne. 
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(la) Für jedes Integral 1. Gattung ist die Summe der Inte- 
grale^ genommen zwischen zwei Punktsystemen ai und bi, 
in welchen zwei algebraische Curven desselben Grades 
die Curve F(Xj y) = schneiden, gleich 0. 

(nia) Für jedes Integral 1. Gattung ist die Summe der In- 
tegrale, erstreckt von beliebigen Anfangspunkten bis zu 
einem System von Punkten^ in welchen eine algebraische 
Curve C die Curve F(Xy y) = schneidet, constant, d. h. 
unabhängig von den Coefficienten der Curve C. 

Lässt man in (1) die Voraussetzung fallen, dass die Integrations- 
wege zwischen den Punkten ai und bi die Querschnitte a,-, bt nicht 
schneiden, lässt also jene Integrationswege ganz beliebig in T ver- 
laufen, nur so, dass sie für die p Integrale tCjb dieselben sind, so hat 
man die linken Seiten in (1) je um eine Summe von ganzzahligen 
Vielfachen der Periodicitätsmoduln des betreffenden Integrales w* zu 
vermehren, wobei die Zahlencoefficienten für alle p Gleichungen die- 
selben sind. Bei allgemeinen Integrationswegen treten somit 
an Stelle von (1) die Gleichungen (Ä = 1, . ., p): 



2f^ 



duk =^ n^ittik + njcTci, (3) 

wo die ganzen Zahlen m und n von den gewählten Integrationswegen 
abhängen. Der Ausdruck auf der rechten Seite der p Gleichungen 
(3) bildet ein System von gleichzeitigen oder simultanen Pe- 
riodicitätsmoduln der p Normalintegrale Ujt. 

Die Hauptbedeutung des Abel'schen Theorems für Integrale 
1. Gattung liegt nun in seiner Umkehrbarkeit, oder in dem Satze: 

(IV) Sind 2m Punkte ai und 6j in T so beschaffen, dass sie 
den p Gleichungen (3) genügen, so existirt immer eine 
(und abgesehen von einem constanten Factor nur eine) 
rationale Function B(a:, y) der Ordnung m, für welche die 
m Punkte ai die 0^ und die m Punkte bi die oo^ Punkte sind. 
Zum Beweise^) bilde man den Ausdruck 

ß =^ J ^^h-i + 2^ mijdui + a» , (4) 

WO M^ft^o, ein Normalintegral 3. Gattung mit den ünstetigkeitspunkten 
bi und «i, femer m,- (i = 1, . ., p) ganze Zahlen und zwar dieselben 



1) G. Neumann, Yorleanngen über Biemann's Theorie der Aberschen Inte- 
grale 2. A. Leipzig 1884. S. 275. 
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Zahlen; wie in den Gleichungen (3) und SIq eine beliebige Gonstante. 
Der Ausdruck (4) stellt ein Abersches Integral Ton besonderer Art 
dar; er wird nämlich nur logarithmisch oo in den Punkten bi und Oi 
und zwar bez. wie — log (x — hi) und + log (x — aj); er hat also an 
den in T von dem Punkte nach den Punkten bi und ai gelegten 
Schnitten 2^, und 2«^ (Pig. 8. S.104) die Periodicitätsmoduln — 2 in und 
-f- 2i;r. Femer ist der Periodicitatsmodul von Sl an dem Quer- 
schnitt ük gleich m^2in und yon dem Querschnitt b^ nach (15) § 18 

= 2^ I duk + 2 ^, mt üa , d. h. wenn die Integrationswege wie in 

(3) gewählt werden «= — w* 2ix. Es sind also die sämmtlichen Pe- 
riodicitätsmodubi von Sl ganzzahlige Vielfache von 2iit, Hieraus folgt; 
dass £1 der Logarithmus einer rationalen Function mit den oo^ 
Punkten 6^ und den 0^ Punkten Oi ist. Denn die Function e^ wird 
= c»^ in &i wie Bi(x — 6^)""^ und = 0* in a^ wie Ai(x — aO"^S 
wo Bi und Äi gewisse Constanten sind; und ist sonst in der Fläche T 
allenthalben stetig; da sie an den Querschnitten a^; bi und den Linien 
& stetig bleibt. Bezeichnet man die rationale Function e^ mit R, 
so ist B bis auf einen constanten Factor Bq bestimmt durch die 
Gleichung: 

X X 

log B - log Eo =^JdWö,at + 2^m,JdU(. 

Xq Xo 

Hiermit ist der obige Satz bewiesen. Aus ihm ergibt sich weiter 
der wichtige Satz: 

(Y) Systeme von p Summen; gebildet aus je einem der p 
Integrale 1. Gattung; mit ^ beliebigen unteren und oberen 
Grenzpunkten; die für jedes der p Integrale die nämlichen 
sind; lassen sich eindeutig und algebraisch auf Systeme 
von p ähnlich gebildeten Summen mit p unteren und 
oberen GrenzpunkteU; Ton denen die ersteren Punkte ge- 
geben sind; zurückführen; oder es lassen sich eindeutig 
und algebraisch die Gleichungen erfüllen (^=1, .-,p): 

(6) " ^ 



J^ %:> <=i x/> 



durch Bestimmung der p Punkte Xi, während die Punkt- 
systeme ix, lii^; Xi^ beliebig gegeben sind. 

Das Gongruenzzeichen ^ bedeutet; dasS; je nach den Integrations- 



» 

i 
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wegen, auf der einen oder der andern Seite in (6) noch ein Aus- 
druck von der Form der rechten Seite in (3) hinzutreten kann, oder 
dass die beiden Seiten in (6) bis auf ein simultanes System von 
Periodicitätsmoduhi der p Normalintegrale 1. Gattung einander 
gleich sind. 

In den Gleichungen (6) sind die Punkte |i, g^^, Xi^ gegeben, 
um die p Punkte Xi zu finden, bringe man alle Glieder in (6) auf 
die linke Seite. Dann existirt nach Satz IV eine rationale Function 
W(x, y) : X{x, y) von (a;, y), die in^ den /x +jp Punkten gj, . ., |^; 
^1} ' '} ^p gleich oo^ und in den ft + p Punkten %^y , ., 5/; ^n • •; ^p 
gleich 0^ wird. Zur Bildung dieser Function bestimme man nach 
der Methode des § 12 (Fall 1) eine ganze Function X(x, y) von hin- 
reichend hohem Grade, die F(Xy y) = adjungirt ist und für die 
(i -}- p Punkte li, .., 1^; rCi^, . ., Xp^ verschwindet. Die weiteren 
Nullpunkte dieser Function seien €j, . ., €«; sie dienen als Hilfs- 
punkte. Von ihnen sind nach (I § 12) noch s — p willkürlich, die 
letzten p bestimmt. Alsdann bilde man eine zweite, ganze Func- 
tion W(Xy y) von demselben Grade wie X, die ebenfalls 2^=0 
adjungirt ist und die in den s Hilfspuukten f^, . ., Sg und ausser- 
dem in den ft Punkten l^®, . ., |^^ verschwindet. Hierdurch ist 
die Fimction W(Xy y) vollkommen bestimmt nach (I § 12). Zu 
ihrer Bildung sind also die p Punkte x^, . ., Xp gar nicht nothig. 
Diese Punkte sind vielmehr die p letzten und abhängigen 0^ Punkte 
von W{Xy y). Die p gesuchten Punkte x^, . ., Xp ergeben sich daher 
eindeutig und algebraisch als Functionen der p Punkte x/^ und der 
2ft Punkte l^x und ^^, indem man die p letzten Punkte aufsucht, die 
^(a:, y) = mit F(Xy y) = ausser den Doppelpunkten von jP=0, 
den Hilfspunkten s und den fi Punkten |/ gemein hat. (q. e. d.) 

Da die Coefficienten der rationalen Function X für die Coordi- 
naten eines jeden der zwei Punktsysteme |a und x/^ und folglich die 
der Function ^ für die Coordinateu eines jeden der drei Punkt- 
systeme lii, Xi* und ii^ rational und symmetrisch sind, so folgt 
weiter: 

(VI) Wenn 4 Punktsysteme |;i, S/;ic,-, a?;^ (^=»1, .., ft; i==»l, ..,jp) 
durch p Relationen der Form (6) verbunden sind, so sind 
die rationalen und symmetrischen Functionen der Coordi- 
nateu der p Punkte Xi rationale und symmetrische Func- 
tionen der Coordinaten eines jeden der 3 anderen Punkt- 
systeme. 
In ähnlicher Weise wie für die Integrale 1. Gattung lässt sich 
auch für die Differentiale 1. Gattung das Abel^sche Theorem 
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umkehren. Das letztere wurde (§ 13 Satz IV; § 17 Gl. 7) in der 
Form ausgesprochen: 

(Vn) Zwischen den m oo^ Punkten 6, und den zugehörigen 
Residuen Bi einer rationalen Function B{Xj y) der Ord- 
nung m bestehen die p algebraischen Gleichungen 
(Ä—1, ..,1?): 



(') ?^. (Si, 



0. 



Die ümkehrung dieses Satzes lautet: 

(VIII) Sind m Punkte h^^ . ., 6,» in T und m zugehörige Grössen 
-^19 . •; Bm, so beschaffen; dass sie den p Gleichungen (7) 
genügen^ so existirt immer eine (und abgesehen von einer 
additiven Constanten nur eine) rationale Function Il{Xy y) 
von der Ordnung im, für welche die m Punkte fcj die cx>^ 
Punkte und die m Grössen Bi die zugehörigen Residuen 
sind. 

Bildet man nämlich aus den 2m gegebenen Elementen hi und Bi^ 
indem man unter 4{ ein Normalintegral 2. Gattung mit dem Unstetig- 
keitspunkt hi und unter Bq eine Constante versteht, den Ausdruck 

(8) ^B.fe, + n^, 

SO stellt derselbe ein Abel'sches Integral von besonderer Art dar. Es 
sind nämlich die Periodicitätsmoduln von (8) nicht nur an den p Quer- 
schnitten Ojb, sondern gleichzeitig auch in Folge der Bedingungen (7) 
an den p Querschnitten l^ sämmtlich gleich 0. Ausserdem wird die 
Function (8) nur algebraisch (x> in den Punkten \y . ., hm ^md zwar 
in hl wie Bi (x — h)"^. Hieraus folgt, dass (8) eine rationale Func- 
tion mit den Unstetigkeitspunkten hi und den zugehörigen Residuen 
Bi ist. Bezeichnet man diese Function mit B, so hat man 

(9) B-B,^^B,t,,, 

l 

womit 12 bis auf eine additive Constante Bq bestimmt ist. 

An Satz (lY) schliessen sich folgende Bemerkungen an. Sind 
(^i; ^i); • •; i^mf Vm) *» Punkte, in welchen eine rationale Function iJ 
der Ordnung m denselben Werth annimmt, so sind die Gleichungen 
der AbePschen Theorems für Differentiale 1. Grattung nach (8) § 13, 
wenn (i = 1, . ., jp; J = 1, . ., m): 

(10) ^Qlf^^-^- 
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Unter der Voraussetzung, dass m > jp und dass die p Gleichungen 
(10) linear unabhängig seien, definiren dieselben p der Punkte {xij yi) 
als Functionen der m — p übrigen. Die Aufgabe, diese p Functionen 
herzustellen, wird ebenfalls durch den Satz (lY) gelöst. Man wähle 
nämlich ganz beliebig m Punkte bi und bilde nach (§ 12 Fall 1) ähn- 
lich wie zu den Gleichungen (6) eine rationale Function 3^(a;, y) : X(Xy y) 
derart, dass X «>» 0^ wird in den m Punkten hi und gewissen Hilfs- 
punkten €f und ^P* s= 0* wird in denselben Hilfspunkten € und den 
m — p ersten und unabhängigen Punkten (xiy yi). Hierdurch ist die 
Function W bis auf einen constanten Factor bestimmt. Die Coordi- 
naten der p letzten 0^ Punkte (xiy yi) von ^ = sind algebraische 
Functionen der Goordinaten der p ersten, unabhängigen Punkte (xi, yi) 
und der m Punkte bi. Das so bestimmte System der p letzten und 
der m — p ersten Punkte (xi, yi) genügt den p Gleichungen (10). Da 
die m Punkte bi willkürlich waren, so hat die obige Aufgabe unend- 
lich viele Losungen. Man hat hiemach den Satz: 

(IX) Ein System von m Punkten {xi, j/i), das mit seinen 
Differentialen dxi den p Gleichungen (10) genügt, kann 
definirt werden als das System der gemeinsamen Schnitt- 
punkte von F(x,y)'^0 mit einer Curve (^iP's^O), deren 
Coeffienten so sich ändern, dass alle übrigen Schnitt- 
punkte constant bleiben. 

Man kann mit Jacobi^) die Gleichungen (10) als ein System 
von p Differentialgleichungen ansehen, welches p der Punkte 
(xi, yi) als Functionen der m — p unabhängigen Punkte {xiy yi) de- 
finirt. Da in den Gleichungen (10) die Variabein getrennt sind, so 
lassen sich die p Integralgleichungen zunächst in Form von Quadra- 
turen, also in transcendenter Form anschreiben, in dem Sinne, 
dass zu den m Punkten {xi, yi) m beliebig gegebene Anfangswerthe 
bi gehören, von denen die p letzten als Integrationsconstanten anzu- 
sehen sind, während die m — p ersten numerisch sind. Die obigen 
Betrachtungen leisten aber die Integration des Systemes (10) in dem- 
selben Sinne auch in rein algebraischer Form. Denn mittels der 
obigen Gleichung ^ «= stellen sich die p letzten und abhängigen 
Punkte (xi, yi) als Functionen der m — p ersten, unabhängigen Punkte 
(xi, yi) dar und dabei können von den m in diese Lösungen eingehen- 
den Punkten bi die m — p ersten als numerisch gegeben, die p letzten 
als die p Integrationsconstanten angesehen werden. 

Sind die Gleichungen (10) linear abhängig, derart, dass q der- 

1) Jacobi, Journal ffir Math. Bd. 9. S. 402 (1882). 
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selben eine identische Folge der übrigen sind; so hat man in (10) ein 
System von p — g Differentialgleichungen und es ist die Aufgabe^ die 
p — q abhängigen Punkte {xi, yi) als Functionen der m — p -\- q un- 
abhängigen Punkte (xiy yt) darzustellen. Dabei können den m Punkten 
(xi, yi) m Anfangspunkte bi entsprechen, die aber jetzt nicht mehr 
beliebig; sondern Nullpunkte derselben q linear unabhängigen ^-Func- 
tionen sind. Bildet man nun nach (§ 12 Fall 2) eine rationale Func- 
tion : 0Q derart; dass Oq in den m Punkten fc, und 2p — 2 — m 
HilfspunkteU; 9 in denselben Hilfspunkten und den m — p + q ersten 
Punkten {xi, yi) verschwindet, so stellen sich die p — q letzten Punkte 
(ph yi)} welche ® «= mit i^= (abgesehen von den Doppelpunkten 
und den Hilfspunkten) gemein hat; als Functionen der m — P -^ q 
ersten; unabhängigen Punkte {xi^ yi) und der m Punkte hi dar; womit 
das System (10) für den vorliegenden Fall algebraisch integrirt ist. 

Ist z. B.^) g = 1; w = 2|} — 2 und bezeichnet man die p — 1 
unabhängigen Punkte (xi,yi) durch x^^ ..yXp^iy die p — 1 abhängigen 
durch li; . .; Ip— 1, so wird die Aufgabe, die Punkte |,- als Functionen 
der Punkte Xi so zu bestimmen; dass die p Gleichungen Qcs=ly ,,,p): 

(11) 5dt«f'>+§d«f = 

erfüllt sind; gelöst; indem man eine Function O bildet; die in den 
p — 1 Punkten Xi verschwindet. Dann sind die p — 1 letzten 0^ 
Punkte von 9 (ausser den Doppelpunkten) die den Gleichungen (11) 
genügenden Punkte |,-. 



1) Biemann, Ges. W. S. 120. 



Vierter Abschnitt. 
Die eindentigen Transformationen. 

Die bisherigen Betrachtungen ^ die eine bestimmte Gleichung 
F{Xf y) = vom Grade n und vom Geschlecht p zur Grundlage hatten^ 
lassen sich bedeutend verallgemeinem. Es gibt nämlich unendlich 
viele Gleichungen Fy{x^^ yi)=0, F^{x^y y%)=^ • •; die mit F{x, y)==0 
äquivalent sind und für die genau dieselben Sätze und Darstellungen 
bezüglich der rationalen Functionen und ihrer Integrale gelten, wie 
für F{Xy y) = 0. Eine solche Gleichung z. B. F^(Xiy y^) == ergibt 
sich aus F(Xy y) = durch eine sogenannte eindeutige^ rationale 
Transformati on, d. i. eine Transformation, bei der sich ebensowohl 
(^17 ^i) rational durch (a:, y) wie umgekehrt (x, y) rational durch 
(x^, j/i) ausdrückt. Die Gesammtheit der durch solche Transforma- 
tion in einander überführbaren Gleichungen, wie JP = 0, jF^ = . ., 
heisst eine zusammengehörige Klasse von algebraischen 
Gleichungen. Für die Theorie der rationalen Functionen und 
AbeFschen Integrale sind diejenigen Formen besonders wichtig, die 
für alle Gleichungen der Klasse die nämlichen oder die der eindeu- 
tigen Transformation gegenüber invariant sind. Man unterscheidet: 

1) Invariante Gonstanten, d.h. solche zu F{Xy y) = gehörige, 
constante Grössen, deren numerischer Werth bei der Ueberfüh- 
rung in F^ix^, y^) ■= ungeändert bleibt; es sind dies: 

a) die Geschlechtszahl p von jP«»0 oder die Zahl 2p der 
Querschnitte in der Yerzweigungsfläche T; 

b) gewisse aus den Coefficienten von jP «» gebildete Combina- 
tionen, welche die Moduln der zu JP^^O gehörigen Klasse 
heissen. 

2) Invariante Functionen, d. h. solche zu JP= gehörige Func- 
tionen von (Xy y), die in gleich gebildete zu JP^ = gehörige 
Functionen von (x^, y^) übergehen; es sind dies: 

c) die Quotienten der zu JP = gehörigen O - Functionen oder 
adjungirten Functionen (n — 3)*®" Grades und die mit ihrer 
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Benutzui^ gebildeten, an Stelle von F{x^ j/) = tretenden 
Normalformen; 
d) die zu jP==0 gehörigen, rationalen Functionen und Abel'schen 
Integrale, sobald dieselben allein durch 9 -Functionen dar- 
gestellt sind. 

Dieser Stoff ist in den nächsten S§ zu behandeln. 



§ 21. Die eindeutige Transformation. HilfssätEe. 

Man gelangt zu der eindeutigen Transformation^) einer gegebenen 
Gleichung vom Grade n 

(1) F(x, y) -= 

in folgender Weise. Seien i^o ^g; ^s ganze, rationale und linear un- 
abhängige Functionen von (a?, y) von demselben Grade <y, derart, dass 
für jedes Glied oify^ in diesen Functionen die Dimension f + ^ ^ ^ 
ist und seien die Quotienten 

(9\ ^ — ?i_(?iy) ., = ^«(^> y) 

Functionen von gleicher Ordnung. Eliminirt man nun die Variabein 
{Xy y) aus (1) und (2), so tritt an Stelle von (1) eine Gleichung von 
gewissem Grade n, in den neuen Variabein (x^, y^) 

(3) F,ix„ y,) = 0. 

Zugleich ergeben sich im Laufe der Elimination im Allgemeinen x 
und y als rationale Functionen von '{x^, yj in* der Form 

und von der Beschaffenbeit, dass die ganzen, rationalen Functionen 
^1, -ö-g, -Ö-j in (Xy y) von gewissem Grade q und die Quotienten (4) 
von gleicher Ordnung sind. 

In der That kann man, um (3) zu erhalten, zuerst aus (1) und 
den beiden Gleichungen (2) durch Elimination von y zwei Gleichungen 
P(x, iCi) ==s 0, Q{x, j/i) = und aus diesen durch Elimination von x 
die Gleichung (3) bilden. Man erhält aber zugleich aus P = 0, ^ = 
X rational dargestellt in (x^, j/^), also die erste Gleichung (4) durch 
dasselbe Verfahren, das S. 65 angewandt wurde, um die t/- Ordinate 
eines Schnittpunktes zweier Curven i^ = und JV = rational in 
der zugehörigen o;- Ordinate auszudrücken. 



1) Biemann, Ges. W. S. 111 ff. Clebsch-Gordan, Abersche Functioiien 

S. 60 ff. 
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Der Uebergang von (1) zu (3) mittels der Gleichungen (2) oder 
(4) heisst eine eindeutige Transformation zwischen 1^=0 und 
F^ = 0. Denn es gehört zu jedem Punkt (x, y) von JP «« nach 
(2) nur ein Punkt (x^ , y^) von F^ ==^ und umgekehrt zu jedem 
Punkt (xiy j/i) von i^^ = nach (4) nur ein Punkt (a?, y) von J^^^O. 
Daher ist auch JPi(a:,, yi)=0 irreducibel, wenn F(Xf y) " diese 
Eigenschaft hat. 

In die Formeln (1 — 4) für die eindeutige Transformation fahren 
wir zur weiteren Behandlung homogene Coordinaten ein. Ersetzt man 

X und y durch — und -* , x^ und y. durch — und ~ und schreibt 

den Grad einer homogenen Form über die Variabein, so besteht die 
eindeutige Transformation in der Verbindung der Gleichungen 



F(xi, x^y x^) = und vyi = i2.(iPi, x^, x^) (i = 1, 2, 3), (5) 
welche durch Elimination der Xi übergehen in die neuen Gleichungen 

G {yu »2; y») = und iLXi = %'iiy^, y^, y^) (i = 1, 2, 3). (6) 

Die Proportionalitätsfactoren fi und v sind unbestimmte Func- 
tionen der Xi oder y,-. 

Trägt man die Werthe der y,- aus (5) in 6r «« ein, so er- 
hält man 

ff, ffi n n, a — n 



V"^G^(»1, ^2, Vs) = G^(V V27 %) = -^"(^17 ^27 Xfd^ip^U ^27 ^s), (7) 

wo S ein Factor vom Grade n^ö — n in den Xi ist, der sich noth- 
wendig absondern muss. Denn andernfalls würde nach (7) F(xi, x^, x^) 
eine Function der ^^ %, % sein und der Eliminationsprocess würde 
die o; als Functionen der y nicht anders geben, als durch Auflosung 
der drei letzten Gleichungen (5), mithin im Allgemeinen mit Irratio- 
nalitäten behaftet. Die Transformation wäre also nicht eindeutig 
umkehrbar. Die Curve 2 = wird in § 22 näher untersucht. 

Die nächsten Fragen sind die nach dem Grade n^ und der Zahl 
r^ der Doppelpunkte der transformirten Gleichung G «= 0, 
Die Zahl n^ ist leicht zu bestimmen. Die drei Curven i^,- = mögen 
durch r^ von den r Doppelpunkten d von F^=^ und ausserdem durch 
s einfache Punkte e von F= hindurchgehen. Der Grad «^ von 
6r == ist gleich der Zahl der Schnittpunkte (y) von 6r = mit 
einer geraden Linie a^y^ + ^^2^2 + ^sVs ** 0- Diesen Schnittpunkten 
entsprechen eindeutig diejenigen Schnittpunkte (x) von F = mit 
der Curve «ii^i + «ji^s + ^3% "=^ 0, die nicht in die festen Punkte d 
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und s fallen y sondern beweglich sind. Daher ist^ weil die Doppel- 
punkte zweifach zählen, 

(8) w, = n<y — 2rQ — s. 

Da die hier bestimmte Zahl n, zugleich angibt^ in wieviel 
Punkten von ^^«=0, die nicht in die Punkte d und s fallen ^ die 
Functionen rj^, %, i^s verschwinden, so hat man den Satz: 

(I) Der Grad n^ der transformirten Gleichung (r = ist 
die Ordnung der transformirenden Functionen (2). 

Die Frage nach der Zahl r^ der Doppelpunkte der transformirten 
Gleichung wird im folgenden § (Gl. 1) beantwortet. Zu ihrer Be- 
handlung sind einige Vorbereitungen nöthig, die wir hier erledigen. 
Zunächst ist eine Bemerkung^) über die Doppelpunkte von 2^=0 
und die ihnen entsprechenden Punkte . von (r = von Wichtigkeit. 
Aus (6) folgt: 

(9) vdyi + yidv = ^ ^^i + g^ ^«2 + ^ dx^ (* = 1; 2, 3). 

Ist nun (x) ein Doppelpunkt der Curve F =0, für den die drei 
rji nicht zugleich verschwinden, so ist nach (5) auch v nicht <= 
und folglich entspricht nach (9) jeder Fortschrittsrichtung oder jedem 
System der dx auf JP *=« eine Fortschrittsrichtung oder ein System 
der dy auf 6r = 0, d. h. dem Doppelpunkt auf jP= entspricht ein 
Doppelpunkt auf 6r = 0. 

Ist dagegen (x) ein Doppelpunkt auf JP= 0, für den die drei i?,- 
einfach verschwinden, so ist ftlr denselben auch v = und jeder der 
beiden Fortschrittsrichtungen (dx) auf jP = entspricht ein Werth- 
system yt auf 6r = 0, d. h. dem Doppelpunkt auf jP = entspricht 
ein Punktepaar auf 6r »= 0. Dies gibt den Satz: 

(II) Jedem Doppelpunkt auf 2^=0, durch den die drei Cur- 
ven rji = nicht hindurchgehen, entspricht ein Doppel- 
punkt auf 6r = 0; dagegen jedem Doppelpunkt auf jP=0, 
durch den die drei Curven rji = hindurchgehen, ent- 
spricht ein Punktepaar auf (r = 0. 

Hieraus folgt unmittelbar: 

(III) Sind i^n Vif % i^ (5) adjungirte Functionen von 1^=0, 
so sind auch -ö*,, d'^, d'^ in (6) adjungirte Functionen von 
6 = 0. 



1) Clebsch-Gordan, Abersche Functionen 8. 56. 
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* Denn sind r^i adjungirte Functionen yon JP «= 0, d. h. verschwin- 
den sie für alle Doppelpunkte von F = 0, so entspricht einem 
Doppelpunkt von JP = niemals ein Doppelpunkt auf 6r = (nach 
II), folglich auch einem Doppelpunkt auf 6r = niemals ein Doppel- 
punkt auf jP=0, d.h. die Functionen ^, müssen adjungirte Func- 
tionen von 6r = sein. 

Wir machen in den folgenden Untersuchungen zur Vereinfachung 
die Voraussetzung, dass die r^i adjungirte Functionen von F 
seien. Die Curven rii^=0 sollen also durch sämmtliche r Doppel- 
punkte ö von 1^ «= und sie mögen ausserdem durch $ einfache 
Punkte s von F =» hindurchgehen. Dann ist der Grad n^ der trans- 
formirten Gleichung G^ = nach (8) 

n^ = nö — 2r — s. (10) 

Wir beweisen femer zwei Hilfssätze ^), die im Folgenden zur Ver- 
wendung kommen. 

Sind Äy Bj C drei beliebige, homogene Functionen von a?,, ajg, or^ 
bez. vom Grade a, 6, c und setzt man Ä\xi) = -4,-, so heisst be- 
kanntlich die Functionaldeterminante 

^ = £±A,B,C, (11) 

die Jacobische Function von Ä, B, C oder -^ = die Jacobische 
Curve von -4 = 0, JB == 0, C =» 0. Für sie gelten die Sätze: 

(IV) Die Jacobische Curve ^ = der drei Curven ^ = 0, 
JB = 0, (7=0 geht durch jeden gemeinsamen Schnitt- 
punkt dieser drei Curven; sie hat in einem solchen Punkt 
einen Doppelpunkt, wenn der Grad der drei Curven der- 
selbe ist. 

(V) Die Jacobische Curve -^ = berührt in einem gemein- 
samen Punkt der drei Curven -4 = 0, JS = 0, (7=0 die 
Curve -4 = 0, wenn -B = und (7=0 von gleichem Grade 
sind und hat, wenn ausserdem -4 = einen solchen Punkt 
zum Doppelpunkt hat, diesen Punkt ebenfalls zum Doppel- 
punkt derart, dass ihre Tangenten mit denen von -4 = 
zusammenfallen. 

Es ist nämlich, wenn {^, Cg; Cq drei beliebige Constanten sind, 



1) Hesse, Journ. für Math. Bd. 41 S. 286 (1850). Glebsch, Joum. fiir 
Math. Bd. 64 S. 215 (1864). Clebsch-Gordan, Abersche Functionen S. 60ff. 
(1866). 

Stahl, Abtriebe Fonctionexi. 11 



162 



(12) 





Vierter Abschnitt 


k 






^1 .oL^ ^^ U 


Ai A^ A^ 


— a-4 


^UCiXi — 


Gj C/2 Cj ü 


= 


-Bj JBg ^8 
Gl Cj Cj 


-bB 

— cC 




Cl Cj ^8 UCiXi 




Ci Cj Cj 






[§ 21. 



Hieraus folgt^ dass in einem Punkt a:, für den Ay B^ C ver- 
schwinden^ auch ^ «= wird. Femer erhält man f&r einen solchen 
Punkt durch Differentiation von (12) nach Xk, wenn zugleich b=c ist, 



(13) 



U^ 2?c<a;, =-ia-b)^^2:±B,C,c, 



(fe=l, 2, 3). 



8z/ 



Ist nun a = 6, so folgt ^ — =■ 0> d- h. ^ = hat in dem ge- 

k 

meinsamen Punkt einen Doppelpunkt^ womit (lY) bewiesen ist. Ist 
aber a^6; so folgt^ dass sich ^ = und -4. = in dem betrachteten 

Punkt berühren. Ist der Punkt zugleich Doppelpunkt von A '= 0^ so 
ist er nach (13) auch Doppelpunkt von -^ = 0. Unter dieser Vor- 

aussetzung, d. h. wenn g — = und ^ — =0 (Ä •=» 1, 2, 3) ist, er- 
hält man aus (13) durch Differentiation nach Xi 

(14) ä|^ -^^^•- = (« - ft) älfe ^ + S.C,c,, 

d. h. die Tangenten des Doppelpunktes von ^ = fallen mit den 
Tangenten des Doppelpunktes von -4 = zusammen, womit (V) be- 
wiesen ist. 

Die Sätze (IV) und (V) sind gleichbedeutend mit dem folgenden: 

(VI) Die Functionaldeterminante von drei Functionen -4, 5,(7 
verschwindet in 1. Ordnung für einen gemeinsamen Null- 
punkt dieser drei Functionen; sie verschwindet in 2. Ord- 
nung in einem solchen Punkt, wenn B und C von gleichem 
Grade sind und in 3. Ordnung, wenn der Punkt ausserdem 
ein Doppelpunkt von -4. = ist. 

Ist nämlich x der betrachtete Punkt und | ein beliebiger anderer 
Punkt, sind also Xt -f- A^i die Coordinaten eines Punktes der Ver- 
bindungslinie von X und |, so sind die den Schnittpunkten der Geraden 
X, I mit ^ = und -4 = entsprechenden Parameter X zu be- 
stimmen aus den Gleichungen 



(15) 



^-fA^|.|^ + j^2;&^-|^ + ... = 



dxt 



/^ + ^^^»l#, + Ä^5*l.-,|^+."=o 



(*,?=1,2,3). 
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Ist nun X ein Schnittpunkt der drei Curven -4«=a0, J?=«0, C«=0, 
so ist für diesen Punkt nach (12) auch ^ «— 0. Sind B und G von 

gleichem Grade ^ so ist in dem Punkt x nach (13) «— proportional 

Gleichung (15) mit Hilfe der zweiten Gleichung zerstören. Die erste 
Gleichung beginnt also mit X^j d. h. ^ verschwindet in dem Punkt x 
in zweiter Ordnung. Ist ausserdem x Doppelpunkt von ^ «» 0^ sind 

also die Grössen ö— = 0, so sind nach (13) auch die Grössen 
75 — = und es sind nach (14) die Grossen g — ^ — proportional mit 

■^ — ^ — Man kann daher in der ersten Gleichung (15) mit Hilfe der 

zweiten Gleichung das Glied in k^ zum Yerschwiaden bringen. Die 
erste Gleichung (15) beginnt dann mit A*, d. h. -^ verschwindet in 
dem Punkt x in dritter Ordnung. Da ^ in zweiter Ordnung ver- 
schwindet, so absorbirt der Doppelpunkt 6 Schnittpunkte von ^ = 
und -4 = 0. 



§ 22. Die invariante Zahl p und die Xlasaenmodnln. 

Wir wenden uns zur Untersuchung der Constanten^ die bei der 
rationalen, eindeutigen Transformation invariant sind und geben zu- 
nächst einen Beweis fCLr die Erhaltung des Geschlechtes Py d. h. für 
den Satz: 

(I) Für zwei Curven F{x) = und G(j/) = 0, die sich Punkt 
für Punkt eindeutig entsprechen^ hat das Geschlecht p 
denselben Werth. 

Ein erster Beweis^) dieses Satzes, der sich an die Gleichungen 
(1 — 4) § 21 anschliesst, ergibt sich aus der Beziehung zwischen den 
zu den Gleichungen i^(a?, y) = und i^i(a:i, ^i) ■= gehörigen 
Yerzweigungsfläcben. Die Gleichung F{Xy y) «» gibt Anlass zu 
zwei solchen Flächen, nämlich der in § 2 betrachteten, n-blättrig 
über der o;- Ebene ausgebreiteten Fläche, welche die Verzweigung von 
y als Function der Yariabeln x darstellt und hier der Unterscheidung 
halber mit T« bezeichnet sei, und einer n-blättrig über der y-Ebene 
ausgebreiteten Fläche Ty, welche die Verzweigung von x als Function 
der Variabein y darstellt und in ähnlicher Weise wie Tx zu con- 



1) Biemann, Ges. W. S. 112. 

11* 



164 Vierter Abechnitt. [§ 2^, 

struiren ist. Die beiden Flächeu Tx und Ty sind eindeutig auf 
einander bezogen; entsprechenden Punkten beider Flächen kommt 
dasselbe Werthepaar (x, y) zu. Die eindeutige Transformation, welche 
die beiden Flächen T^ und Ty in einander überführt, besteht in der 
Yertauschung von x und y. Dabei geht ein einfacher Yerzweigungs- 
punkt (1. Art) {x^y y^) von jP«, da in ihm y — y^ proportional mit 

(x — XqY ist, über in einen einfachen Punkt (xq, y^ von Ty und ein 
einfacher Verzweigungspunkt (1. Art) (x^^ y^) von Tyy da in ihm 

X — Xi proportional mit (y — y^y ist, über in einen einfachen Punkt 
(a?i, yi) von T^. Einem Doppelpunkt von Tx dagegen entspricht ein 
Doppelpunkt von Ty und umgekehrt, da die Gleichungen zur Be- 
stimmung der Doppelpunkte (F'x -= 0, F'y = 0) für beide Flächen 
dieselben sind. Der Punkt (a; = oo, y = oo) ist für beide Flächen 
ein n-facher Punkt 1. Art ohne Verzweigung. Die eindeutige Be- 
ziehung zwischen den Flächen Tx und Ty kann als eine Abbildung 
aufgefasst werden, die bekanntlich conform, d. h. in den kleinsten 
Theilen ähnlich ist. Die Aehnlichkeit hört auf in den Punkten, für 
welche dy : da; — — F'x : F'y entweder oder oo oder unbestimmt 
ist. Es sind dies nach dem Obigen die Verzweigungspunkte von T^ 
und Tyy während in den Doppelpunkten und im Unendlichen die Con- 
formität für die einzahlen Blätter gewahrt bleibt. 

Verbindet man nun die Gleichung F{Xj y) = zuerst mit der 
Function Xj^ = i^i (^> V) ' Vi (^; y)y ^^^ nox^h (1) § 21 von der Ordnung n^ 
ist, also in Tx und Ty jeden Werth n^-mal annimmt, so erhält man 
durch Elimination von y eine Gleichung zwischen (x^, rr), die nach 
§ 6 in a?! vom Grade n, in a? vom Grade n^ ist, und durch Elimina- 
tion von x eine Gleichung zwischen (x^, y), die in x^ vom Grade n 
und in y vom Grade n^ ist. Zu der Function x^ «= rji (a;, y) : % (^, y) 
gehört daher eine Fläche T«,, die n^ -blättrig über der a^^ -Ebene aus- 
gebreitet ist und eine conforme Abbildung sowohl von Tx wie von 
Ty darstellt. Je zwei der drei Grössen x, y, x^ sind eindeutig in der 
zu der dritten Grösse gehörigen Verzweigungsfiäche und jede der drei 
Grössen ist eine rationale Function der beiden andern. Ninmit man 
weiter die Function y^ = 1^2 (p9 V) • ^3 (^? V) binzu, die ebenfalls von 
der Ordnung n^ ist, also in T«, Tyy Tx^ jeden Werth n^-mal annimmt^ 
so besteht zwischen x^ und y^ eine Gleichung F^{x^, ^i) •= vom 
Grade Wj sowohl in x^ wie in y^. Dies ist die transformirte Glei- 
chung (3) § 21. Zu der Function y^ gehört eine Fläche Ty^^ die 
«1 -blättrig über der y^- Ebene ausgebreitet ist. Die vier Flächen 
Txj Tyy Txj, Ty^ sind untereinander conform und die Functionen x 
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und y sind eindeutig in den Flächen Tx^ und Ty^ oder rational in 

(^i; Vi)' 

Aus dieser Betrachtung folgt unmittelhar der Satz I. Denn da 
jede der beiden Flächen T^ und Tx^ durch eine Anzahl von Quer- 
schnitten in eine einfach zusammenhängende verwandelt wird; so folgt 
aus der eindeutigen Beziehung zwischen beiden Flächen ^ dass die 
Zahl der Querschnitte 2p für beide dieselbe sein muss. (q. e. d.) 

Ein zweiter Beweis^) des Satzes I ist rein algebraisch. Ist r 
die Zahl der Doppelpunkte von JP = 0,* r^ die der Doppelpunkte von 
6r = 0, so ist die Behauptung (vgl. (6) § 5) 

(w - 1) (w — 2) - 2r = (wj — 1) (wj - 2) - 2r^. (1) 

Der Beweis schliesst sich an die Gleichung (7) § 21 an, nämlich 

v*^ (^(ifu Vij Vs) = G(nu %? %) = F(xu ^2> ^s) S(ä?i, x^, x^) (2) 

und beruht auf folgendem Gedanken. Die Schnittpunkte der in (2) 

auftretenden Curve S = mit F = zerfallen ihrer Natur nach in 

drei Gruppen. Bestimmt man die Zahl der Punkte in jeder Gruppe 

und setzt die Summe gleich der Gesammtzahl der Schnittpunkte, 

nämlich gleich 

w(Witf — n), (2 a) 

so ergibt sich die Gleichung (1). 

Aus (2) folgt durch Diflferenziren nach Xi far Punkte von F=0: 

dx^ *™ drjj^ dXf """ di^^ dx. "*" drj^ dx^ ^ ^ 

und durch Diflferenziren nach y,-, da ^ — = v, ^ — == 0, für Punkte 
von Gr = 0: 

^ = ^«.-i ^ (4) 

Die drei Gruppen, in welche die Schnittpunkte von 2 = mit 
2^=0 zerfallen, sind nun folgende: 

1) Nach (2) ist S = 0, sobald die drei i^,- = sind, d. h. in den 
Punkten d und s und es hat S = in jedem der r Doppel- 
punkte d von jF= einen n^ — 2 -fachen Punkt, in jedem der s 
einfachen Punkte a von jF«^ einen n^ — 1 -fachen Punkt, wie 
sich daraus ergibt, dass die linke Seite in (2), nämlich G{ri^y %, i^s) 
in jedem der Punkte d und b w^-fach verschwindet, während auf 



1) Clebsch-GordaD, Abersche Functionen S. 54. 
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der rechten Seite F in jedem der Punkte 8 2-fach^ in jedem der 
Punkte B einfach yerschwindet. Die Zahl derjenigen Schnitt- 
pxmkte von 2 »s mit JP»- 0^ die in die Punkte d und s fallen^ 
ist daher 

(5) =2r(n,-2) + «(tti-l). 

2) Nach (3) ist S — in den Punkten von JP — 0, fQr die 

-— =B (i =« 1, 2, 3) oder nach (4) in solchen Punkten, für 
welche v = und för welche ö — =0 (i -= 1, 2, 3) ist. Den 

letzteren Punkten (^ "^ O) entsprecken nach (II) § 21 die 

Doppelpunkte von JPa»0; diese sind bereits in Nr. 1 gezählt. 
Die ersteren Punkte {y = 0) bestehen aus denjenigen r^ Punkte- 
paaren oder 2ri Punkten auf JF «» 0, welche in Doppelpunkte 
von Q ^^0 übergehen; die Zahl derselben ist also 

(6) - 2r,. 

3) Nach (3) ist fttr gewisse Schnittpunkte von S = mit F =» 
auch die Functionaldeterminante H der drei Functionen ij« Null, 
also 

Da der Grad dieser Gleichung in den Xi gleich 3(tf — 1), so ist 
die Zahl der Schnittpunkte von H«=»0 mit JF= gleich 3w(tf — 1). 
unter ihnen befinden sich auch die Punkte d und £, die bereits in 
Nr. 1 gezählt und daher abzurechnen sind. Nun hat die Gurve H=0 
nach Hilfssatz lY § 21 in jedem der r Doppelpunkte 8 und ebenso 
in jedem der s einfachen Punkte s von F *^0 einen Doppelpunkt. 
Von den Schnittpunkten von IZ = mit F '^ fallen also 4r + 25 
in die Punkte 8 und s. Daher ist die Zahl der noch übrigen Schnitt- 
punkte 

(8) = 3n (tf — 1) — 4r - 2s. 

Da nun die Zahl (2a) sich aus den Zahlen (5), (6) und (8) zu- 
sammensetzt, so hat man die Gleichung 

w(witf- w) = 2r(wi — 2)-f s(ni — l) + 2ri-f 3w(tf— l)-4r — 2s, 
die mit Hilfe von (10) § 21 übergeht in 

V — 3»*i — 2^1 = w« — 3w — 2r, 
d. h. in die Gleichung (1). (q. e. d.) 
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Es sind ferner die Moduln einer Klasse von algebraischen Glei- 
chungen zu untersuchen; d. h. diejenigen Gombinationen der Goeffi- 
cienten einer Gleichung F(x, y) = der Klasse, die eindeutigen 
Transformationen gegenüber invariant sind. Hier gilt der Satz: 

(II) Eine Klasse von algebraischen Gleichungen besitzt 
3|> — 3 Moduln^). 

Ausgenommen ist der Fall der elliptischen Functionen (p = 1), 
für welchen die Zahl der Moduln gleich 1 ist 

Ein erster Beweis dieses Satzes ist folgender. Nach § 21 sei 
die ursprüngliche Gleichung F(Xy y) =» vom Grade n durch die 
Substitution iCi = %:i2s; ^1 = %-% i^ ^^^ Gleichung J?i(iCi, yi)«=»0 
Yom Grade n^ übergeführt. Beide Gleichungen haben dasselbe Ge- 
schlecht p. Daher ist die Zahl r^ der Doppelpunkte von JP'j = 

^1 = 2 (^1 "" ^^ (^1 — 2) — p und die Zahl der nicht homogenen 
Coefficienten in J?\ = 

lfh(n,+ 3)-l (n, ^l)(n,^2)+p = 3w, +p-l. 

Diesen Coefficienten lassen sich durch passende Bestimmung der 
Coefficienten in den transformirenden Gleichungen zum Theil beliebige 
Werthe geben. Die übrigen Coefficienten von J?\, die numerisch feste 
Werthe haben, sind die Moduln. Die transformirenden Functionen 
^1 ^^ Vi • V9 ^^^ Vi = ^2 • Vs ^-t^er sind von der Ordnung n^ und ent- 
halten im Ganzen dn^ — 2j> + 2 freie oder willkürliche Constanten, 
nämlich die n^ Coordinaten der gemeinsamen <x>^ Punkte von x^ und 
yi und Wj — i> + 1 homogene Coefficienten im Zähler jeder dieser 
Functionen (§ 12 Satz Ib). Die Zahl der Moduln ist daher 

3»i +p — 1 — (3ni — 2i) + 2) =» 3i> - 3. 

Dasselbe ergibt sich so. Man verbinde F(x, y) = nur mit der 
ersten Fxmction x^ =121:% ^^^ ^®^ Ordnung w^. Die Elimination 
von y gibt nach dem Obigen eine Gleichung zwischen x^ und x von 
Grade n in x^ und n^ in x. Betrachtet man x^ als die unabhängige 
Variable, so sind x und y eindeutige Functionen in der über der 
a;:^- Ebene n^ -blättrig ausgebreiteten Fläche T^.,. Nun ist die Zahl 
der einfachen Yerzweigungspunkte in T^^ gleich 2wi + 2|> — 2 (§ 2, 
GL 8). Die Fxmction a?i = i^j : % aber führt 2wi — 1> + 1 willkürliche 



1) Eiemann, Ges. W. S. 113. Ausser dem obigen ersten, algebraischen 
Beweis dieses Satzes gibt Biemann noch einen zweiten, transcendenten Beweis 1. c. 
S. 114. 
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Gonstanten mit sich. Daher ist die Zahl der einfachen Yerzweigongs- 
punkte in T^^, denen sich durch diese Transformation beliebige Lagen 
geben lassen, gleich 2^^— j? + l und die Zahl der festen Verzwei- 
gungspxmkte in T«^ oder die Zahl der Elassenmoduln, wie oben, 

— (2fii + 2p — 2) — (2wi — p + 1) « 3i> — 3. 

Die vorstehende Bestimmung der Anzahl der Moduln einer Klasse 
vom Geschlecht p setzt Yoraus, was nur für p > 1 zutrifft, dass es in 
Tajj 2wi — 1> + 1 einfache Verzweigungspunkte gibt, deren Coordinaten 
von einander unabhängige Functionen der willkürlichen Gonstanten 
in der Function x^ sind. Der directe Nachweis fQr diese Unabhängig- 
keit ist indess schwierig; wir geben daher noch einen anderen Be- 
weis des Satzes II. 

Der zweite Beweis^) macht Gebrauch davon, dass bei der ein- 
deutigen Transformation die Quotienten der <^-Functionen oder die 
Schnittpunktsysteme der <^-Guryen erhalten bleiben (§ 23). 



Sei wie früher in homogener Form i^(a;i, X2, x^ == die ur- 

sprüngliche, 6r(y^, y^^ y^)BxO die transformirte Gurve einer Klasse 
vom Geschlecht p. Man bilde adjungirte Gurven von F = des 
n — 3**° Grades, die JF = in einem Punkte p — 1-punktig berühren 
(d. h. in p zusammenfallenden Punkten schneiden). Solche Berührungs- 
curven hängen offenbar nur von den Goefficienten von 1^ «= ab und 
existiren, sobald p>l ist, in endlicher Zahl, da es andernfalls J) -f- 1 
linear unabhängige <^- Gurven geben müsste. (Die Zahl der Losungen 
ist =(p — 1)i'Cp+1)-) Sei*i eine dieser Gurven und |f(i=l, ..,|) — 2) 
die p — 2 Punkte, in welchen dieselbe 2^ ■« ausser den Doppel- 
punkten noch schneidet. Durch die ^ — 2 Punkte |j kann man nun 
ein Büschel von adjungirten Gurven n — 3*^ Grades legen, *i + Ä ^, 
mit dem Parameter k. In diesem Büschel existiren Ap — 2 Gurven, 
die jP = in 1 Punkt berühren. Denn die Berührungspunkte der 
Büschelcurven sind die Schnittpunkte, welche F=0 mit der Jacobi- 
schen Garve der drei Functionen *, *i, Fy d. h. mit der Gurve 

j^ — dx^ dx^ dx^ 

besitzt, mit Ausnahme derjenigen xmter diesen Schnittpimkten, die in 
feste Punkte von F ^=0 fallen. Die Gurve ^ «= ist vom Grade 
w — 4 + w — 4 + «— l = 3(w — 3), hat also mit F=0 3n(n — 3) 

1) Brill u. Nöther, Mathem. Ann. Bd. VII. S. 302. Denselben Weg hat 
schon früher in Vorlesungen Herr Weierstrass eingeschlagen. 
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Schnittpunkte. Von diesen fallen nach dem Hilfssatze (VI §21) 6 in 
jeden der r Doppelpunkte von J?' «» und 2 in jeden der |> — 2 
Punkte S«. Daher ist die Zahl der mit dem Parameter h veränder- 
lichen Schnittpunkte 

3n(n — 3) — 2(i> - 2) — 6r — 4i) — 2. 

Von den 4j> — 2 Berührungscurven des Büschels O^ + Ä* = 
fallen nun p — 1 mit der Curve ^^ = zusammen. An die übrigen 
3p — 1 einfach berührenden Curven lege man in einem der Basis- 
punkte des Büschels, etwa in |»; die 3p — 1 Tangenten t, die mit der 
Tangente von <^i => in !»• eine binäre Form der Ordnung 3p be- 
stimmen. Die aus den 3p Parametern k dieses Tangentenbüschels t 
gebildeten 3p — 3 Doppelverhältnisse Xj welche (irrationale) Functionen 
der OoefQcienten von JP «= allein und im Allgemeinen von einander 
unabhängig sind (s. den Schluss dieses %), bleiben nun bei eindeutiger 
Transformation unverändert und können daher als die 3p — 3 Klassen- 
moduln angesehen werden. In der That, die eindeutige Transformation 
führt jede Berührungscurve von F =0 in eine ebenso berührende 
Curve von 6r «» über. Daher hat man, entsprechend den 3p Büschel- 
tangenten t durch den Punkt $« auf JP «» 0, 3p Bücheltangenten t 
durch einen Punkt r^i auf G^ «s 0. Die Büschel t und r sind eindeutig 
auf einander bezogen xmd folglich perspectivisch, da im binären Gebiet 
jede eindeutige Transformation linear ist. Die 3p — 3 Doppelverhält- 
nisse A des Büschels t von f «> sind daher gleich den entsprechend 
gebildeten Doppelverhältnissen des Büschels r von G = 0. (q. e. d.) 

Der Satz II lässt sich umkehren in folgender Weise ^): 

(III) Durch die Werthe der 3p — 3 Moduln A ist eine Klasse 
von algebraischen Gleichungen vom Geschlecht j> bestimmt 
und zwar in endlich vieldeutiger Weise, da die X irratio- 
nale Functionen der Coefficienten von JP'— sind. 

Um aus den 3p — 3 gegebenen Moduln X eine zugehörige, alge- 
braische Curve zu bilden, stellen wir eine Yorbetrachtung an. Aus 

n 

der allgemeinen Form F(xi, x^, x^) = erhalt man durch eindeutige 
Transformation eine Curve G(yj^y y,, y,) = von derselben Allgemein- 
heit, aber von specieller Form in folgender Weise. 

Man lege durch p — 3 der oben bestimmten p — 2 Punkte S< 
von F— eine ©-Curve, die von der Form ist l^ *i + ij *2 + 's *8 ■=* 
und bilde aus den 3 hier auftretenden Functionen <^i, O^, O^, von 

1) Brill u. Nöther, Math. Ann. Bd. 7, S. 808 (1878). Vgl. auch Cayley, 
Proc. of the London Math. Sog. Vol. I. 1866. 



1 
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denen die erste die oben verwandte, p — 1-pnnktig berührende 
®- Function sei, die Quotienten ®^ : ^3 »» y^ : y^ und ^2 • ^s "^ Vs ' Vs 
Yon der Ordnung p -{' 1 in den X{, Benutzt man diese zur Trans- 
formation von jP= 0, so hat die transformirte Curve ö(yi, yj, y8)~0 

den Grad J> + 1 und ^p{p — 3) Doppelpunkte; ausserdem aber die 

Eigenthümlichkeit, dass sie einen Punkt besitzt (der dem Berührungs- 
punkt von ®i = mit JP««0 entspricht), in welchem eine gerade 
Linie y^ = (die der Curve ®j t» entspricht) p — 1 - punktig be- 
rührt. Diese Gerade j/i = schneidet ff «=» noch in einem Punkt P, 
von dem aus nach dem Obigen noch Sp — 1 Tangenten an die Curve 
ff =- gehen. Die 3p — 3 Doppelverhältnisse der so bestimmten 
3p Geraden sind für ff «» die oben angegebenen Moduln X. Nach 
dieser Yorbetrachtung sei nun umgekehrt die soeben charakterisirte 
Curve ff (y) B=s vom Grade p + 1 gesucht und zu ihrer Bildung 
seien die Werthe von Sp — 3 Moduln X von der dargelegten Be- 
deutung beliebig gegeben. Um ff >» zu finden, wähle man einen 
beliebigen Pxmkt P und ziehe durch ihn 3 beliebige und Sp — 3 
weitere Gerade, welche mit den 3 ersten die 3p — 3 gegebenen Doppel- 
verhältnisse bilden. Legt man nun einer Curve ff <» von dem Grad 

p+1 die Bedingungen auf, ^p(p — 3) Doppelpunkte zu haben, durch 

den Punkt P zu gehen, die 3p genannten Geraden zu berühren und 
zwar eine von ihnen p — 1 -punktig, so ist die Zahl der noch will- 
kürlichen Coefficienten von ff *= gleich 

|CP + l)(l' + 4)-|i)(l)-3)-(4i,-2)-l-.3. 

Sei aber ff ' = die Gleichung einer beliebigen Curve, welche 
diesen Bedingungen genügt^ und seien yi «» 0, yg «» die Coordinaten 
des Punktes P, so werden unsere Bedingungen auch noch durch jede 
Curve ff = erfüllt, welche aus ff ' — durch die lineare Trans- 
formation 

entsteht. Diese Curve ff s» enthält drei willkürliche Constanten. 
Daraus folgt, dass alle Curven, welche jenen Bedingungen genügen, 
aus einer endlichen Zahl von Curven ff ' = durch lineare Trans- 
formation müssen abgeleitet werden können, (q. e. d.) 

Zugleich folgt aus diesem Beweise, dass die 3p — 3 Moduln k 
von einander unabhängig sind, eine Frage, die beim zweiten Beweis 
des Satzes II noch offen geblieben war. 
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§ 23. Die invarianten Formen der Grundgleiolinngv der rationalen 

Functionen und der Abersohen Integrale. 

Wir wenden uns zur Untersuchung der Functionen von (a?, y), 
die bei eindeutiger Transformation von F(x, y)^0 invariant sind. 
Die Grundlage bildet der Satz: 

(I) Bei der eindeutigen Transformation, die F{x, y) ^^0 in 
Cr(p^i} Vi) *= überführt, geht der Quotient zweier ad- 
jungirter Functionen von JP=»0 des (n — 3)***^ Grades: 
0(Xyy) : 0i(Xyy) in den Quotienten zweier adjungirter 
Functionen von G = des (n^ — 3)**** Grades: ?P*(a?i,yi):^i(ai,yi) 
über. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem Umstände, dass durch die 
eindeutige Transformation jedes Integral 1. Gattung in ein ebensolches 
Integral übergehen muss^), dass also die Gleichungen bestehen 

^{x, y) dx W{x^ , yt) dx^ ^^{x, y)dx ^x{x^,yi)dx^ 

v^oraüs 

Q(x, y) : a>i(aj, y) = W(Xi, y,) : V,(x^, y^). (q. e. d.) (1) 

Um den Beweis rein algebraisch zu führen, benutzt man homogene 
Coordinaten (s. § 21) und zeigt, dass die Function ^(jfiy y%y y^) «= ^{y) 
oder auch W(riiy ij,, %) =-» ^(i?) mit der Function 0(Xi, a?8, x^) = 0{x) 
übereinstimmt bis auf einen Factor, der nur von den früher ein- 
geführten Functionen S (Gl. 7 § 21) und H (Gl. 7 § 22) abhängt Es 

iti— 8 

besteht nämlich, wenn eine adjungirte Function ?P*(y) von Griff) =* 
gegeben ist, eine identische Gleichung von der Form 

HW(ri) — ÜO(x) + CF{x) (2) 

und von der Art, dass 9{x) eine adjungirte Function des (n — 3)**'* 
Grades von 1^ «s und C eine ganze, rationale, homogene Function 
von {XiyX^yX^ ist. Hieraus folgt aber, wenn man die Voraussetzung 
F{ic) = oder G^(y) = hinzufügt, die Gleichung 

y«,-8 5F(y) = 5F(^) ^ ^0{x) : H. (3) 

Zum Beweise der Identität (2) ist der in § 8 historisch angeführte 
Satz (II) mit den in § 22 über die Schnittpunkte von F— mit S «= 
und H e» entwickelten Sätzen zu verbinden. 



•■i 



1) Riemann, Ges. W. S. 111; Clebsch und Gordan, Ab. F. S. 61 (vgl. 
Gl. 16 d. §). In ezpliciter Form wurde der Satz zuerst benutzt von Brill und 
NOther, Math. Ann. Bd. VII S. 284 n. 286. Den obigen algebraischen Beweis gibt 
Nöther, Math. Ann. Bd. XVII S. 263 ff. 
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Nach (7) § 22 hat 

J3" ■= einen Doppelpunkt in jedem der r Punkte d und der 
s Punkte b und 

einen einfachen Punkt in gewissen 3n(tf — 1) — 4r — 2s 
Punkten l, die nicht in die Punkte d und b fallen. Femer hat 

W{ri) = einen einfachen Punkt in jedem der 2r, Punkte | von 
F s=^Oy die bei der Transformation paarweise in einen 
Doppelpunkt von 6r = übergehen und 
einen n^ — 3 -fachen Punkt in jedem der Punkte S und Sj 
endlich 

einen einfachen Punkt in jedem von 2jp — 2 weiteren 
Punkten r von JF= 0. 

Folglich hat 
H9(r[) -» einen n^ — 1- fachen Punkt in jedem der Punkte d und b und 

einen einfachen Punkt in jedem der Punkte | und S. 

Dagegen hat nach den Abzahlungen des § 22 
2 = einen w^ — 2 -fachen Punkt in jedem der r Punkte d und 
einen n^ — 1- fachen Punkt in jedem der s Punkte b] femer 
einen einfachen Punkt in jedem der 2ri Punkte § und 
einen einfachen Punkt in jedem der Punkte g. 

Es geht also HW(ri) = durch jeden der einfachen Punkte | 
und g von F = 0, die einfache Punkte von S = sind, einfach; 
femer durch jeden der s einfachen Punkte b von JP = 0, die n^ — 1-fache 
Punkte von S — sind, n^ — 1-fach; endlich durch jeden der r Doppel- 
punkte d von 1^=0, die n^ — 2- fache Punkte von S = sind, 
Wj — 1-fach hindurch. Damit sind aber die Bedingungen erföllt, unter 
denen nach § 8 Satz (II) eine Gleichung von der Form (2) besteht. 

Nun ist der Grad von H gleich 3(6 — 1), der von ^(rf) gleich 
<y(Wi — 3),. der von S gleich n^e — w, daher nach (2) der Grad von 
0{x) gleich n — 3. Ausserdem ist ®(a;) = zu F«=0 adjungirt. 
Denn in einem Doppelpunkt S von F=0 hat HW{yi)=^0 einen 
Wj — 1-fachen Punkt, S == nur einen n^ — 2-fachen Punkt, also 
®(a;) =s einen einfachen Punkt, (q. e. d.) 

Der Satz (I) von der Erhaltung der ®- Quotienten bei eindeutiger 
Transformation führt zunächst dazu, der algebraischen Grund- 
gleichung F(Xj y) = eine invariante Form zu geben, d. h. eine 
Form, die sich bei weiterer eindeutiger Transformation nicht mehr 
ändert. Man erhält diese Form, indem man an Stelle der Yariabeln x 
und y zwei zu f »= gehörige, linear unabhängige O- Quotienten mit 
demselben Nenner einführt. Da auch die rationalen Functionen von 
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(Xy y) der niedersten Ordnung durch <^- Quotienten dargestellt werden 
(§ 12)^ so erhält man durch diese Transformation auch eine Normal- 
form der Grundgleichung^ die zugleich invariant und vom 
niedersten Grade ist. 

Sind *i, ä>2, O^ drei beliebige adjungirte Functionen n — 3***^ 
Grades von JP = 0, zwischen denen keine identische Gleichung ersten 
oder höheren Grades besteht; und setzt man 

^1 : ^8 : ^5 = ®i(ä?, y) : 0^{x, y) : ^^(x, y), (4) 

so geht F(x, y) = 0, da die <P- Quotienten im Allgemeinen von der 
Ordnung n^ «= 2j> — 2 sind; nach § 21 in eine homogene Gleichung 
zwischen g^, 0^, 0^ über von der Form 

Kii^T^:;^) =- 0') (5) 

und die Zahl r^ der Doppelpunkte dieser Curve, die sich nach (I) § 22 

aus den Formeln r^ *=3 -(n^ — 1) (n^ — 2) —- p und n^ = 2|) — 2 be- 

stimmt, wd 

r, = 2(i)-l)(i,-3), (6) 

sodass fQr die transformirte Gleichung (5) sowohl der Grad, wie die 
Zahl der Doppelpunkte nur vom Geschlecht p abhängig sind. 

Durch besondere Wahl der Functionen O^y *2; *8 ^^ (^) l^ai"! 
man den Grad der Gleichung £" «= (5) erniedrigen^ zunächst in 
folgender Weise. Man wähle auf JF=0 p — 3 beliebige Punkte. 
Für sie verschwinden noch 3 linear unabhängige <&- Functionen. Be- 
nutzt man die Quotienten derselben zur eindeutigen Transformation, 
so wird der Grad n^ der transformirten Curve Z^= nach (10) § 21, 
da hier <y = n — 3, s =p — 3 und n{n — 3) — 2r = 2|) — 2 ist, 

w^ = n(n — 3) — 2r — (p — 3) =|> + 1 ; 
zugleich wird 

A h.: Eine Curve JP«=0 vom Geschlecht p lässt sich in eine 
Curve K'^O vom Grad p+l ™i* ^Pip — 3) Doppelpunkten 

transformiren durch Quotienten von drei <P-Functionen, 
die durchj) — 3 beliebig auf F = gewählte Punkte 
gehen*). 



1) Biemann, Ges. W. S. 459. 

2) Clebsch-Gordan, Ab. F. S. 66. 



174 Vierier Abschnitt. [§ 23. 

Diese Transformation ist nnmoglich, wenn j> «> 0, 1^ 2 ist; ausser- 
dem bilden nur die hyperelliptischen Gurven eine Ausnahme , worauf 
wir nicht naher eingehen. 

Um indess die Normalform niedersten Grades zu erkalten^ hat 
man zur Transformation von i^asO zwei linear unabhängige ®- Quo- 
tienten von demselben Nenner und von möglichst niederer Ordnung 
zu verwenden. Nun wurde in § 12 Satz III die Aufgabe gelöst, den 
Quotienten zweier <^- Functionen zu bilden, der von möglichst niederer 
Ordnung ist, aber im Zähler noch drei homogene, lineare Coefficienten 
enthalt, also von der Form ist (Aj^i + ^2*2+ ^9^9) ' *«• Verwendet 
man die durch eine solche Bestimmung gewonnenen Functionen 
^19 ^27 ®8 2^^ Transformation (4), so erhält man die Normalform 
niedersten Grades. Die niederste Ordnung n^ solcher Quotienten er- 
gibt sich aus der Tabelle (7) § 11^ wenn man q^'^S setzt. Es wird 
nj=|) — 2i+2, alsofttr p«=3gi, 3}i + l, 3ji+2 bez. Wi = 2}i + 2, 
2^1 -f- 3, 2 Ji + 4. Die Zahl r^ der Doppelpunkte der transformirten 

Gleichung Ä" = bestimmt sich aus r^ = - (nj — 1) (»1 — 2) — p. 

Daher hat man den Satz: 

(H) Eine Curve F(xy y) — vom Grade n und vom Geschlechtji 
lässt sich stets durch Quotienten von drei <^-Functionen 
^i; ^2) h ^^ eine Normalform niedersten Grades verwandeln, 
die, wenn i>^3, Ji^l, lautet^): 



a) 



für j> = 3ji K{fs,, ^„ fs^) - r^ - 2q^{q, — 1) 

„ p = 3ji + 1 K{z,, 0,, 0^) = r,= 2ji» 



„ i> = 3ai+2 K{z,, 0^, z^) ^ r, = 2ji* + 2(7,+ l. 

Auch diese Transformation beginnt erst mit dem Geschlecht i> ^ 3, 
da nur für solche Werthe vonj) drei linear unabhängige ®- Functionen 
existiren. In den Fällen j) = 0, 1,2 hat man aus allgemeinen, ad- 
jungirten Functionen zwei linear unabhängige Quotienten mit dem- 
selben Nenner und von möglichst niederer Ordnung zu bilden und 
zur Transformation zu verwenden. Die niederste Ordnung w^ einer 
Function, die im Zahler noch drei lineare, homogene Coefficienten ent- 
hält, bestinmit sich nach (Ib § 12) aus ni — jp -f 1 == 3. Daher hat 
man fttr |> «= 0, 1, 2 als niedersten Werth von n^ bez. 2, 3, 4 und 

1) Die Gleichungen (7) wurden zuerst von Biemann (Ges. W. S. 116) in 
anderer Form angegeben; die obige Form und Herleitung findet sich bei Brill- 
Nöther, Math. Ann. Bd. VII S. 299 (1878). 
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als zugehörigen Werth von r^ bez. 0, 0, 1. Hieraus folgt, dass die 
Gleichungen (7) auch far Ji = oder für ^ = 0, 1, 2 gelten; nur 
mit dem Unterschied^ dass alsdann die Transformation nicht mehr 
durch ®- Quotienten geleistet wird und die transformirte Gleichung 
nicht mehr invariant ist. 

Es ist klar; dass die rationalen Functionen von (Xy y) und ihre 
Integrale bei eindeutiger Transformation von F{Xy y) «= in eben- 
solche Functionen und Integrale übergehen mit entsprechenden Un- 
Stetigkeitspunkten ^). Durch Einführung von ®- Quotienten an Stelle 
der Variabein {x^ y) erhalten nun, wie die Grundgleichung F{Xy y) = 
selber, auch die zu ihr gehörigen, rationalen Functionen und 
Abel'schen Integrale eine Form, die der eindeutigen Transformation 
gegenüber absolut invariant ist. 

Eine zu der Gleichung F(Xy y) = gehörige, rationale Function 
jlfi (a?, y) : M{Xy y) führt man zunächst durch die Substitution x^=x^:x^\ 
y = x^: x^ in eine homogene Form der 0**° Dimension in (x^, x^, x^) 
über: -Mi(a?i, x^, x^) : M{(C^y x^y x^) oder abgekürzt M^{x):M{x)y welche 
zu der homogenen Gleichung F{x^y x^y x^^^O oder F{x)^=0 ge- 
hört. Wendet man nun die eindeutige Transformation an, die F{x) = 
in 6?(y) = überführt (§21), so geht Mi{x):M(x) über in eine 
ähnliche Function der 0*^ Dimension in . (y^, y^, y^): Nj(if) : N{y). 
Führt man aber an Stelle von (x^y x^y x^) drei linear unabhängige 
0- Functionen ein mittels der Gleichungen (4), so geht M^{x)iM{x) 
in eine zu der invarianten Grundgleichui^ Fl{z) = gehörige ratio- 
nale Function der 0*®° Dimension in {z^, 0^, g^): Pi{z) : F(js) über, die 
jeder weiteren, eindeutigen Transformation gegenüber invariant ist, 
weil bei einer solchen die Verhältnisse der Grössen ^1,0^,0^ ^^.ch (I) 
umgeändert bleiben. Daher der Satz: 

(III) Eine zu F(a;, y) = gehörige, rationale Function 
Mi(Xy y) : M(x, y) wird invariant für eindeutige Transfor- 
mation, sobald sie durch eine Substitution der Form (4) 
als homogene, rationale Function der 0*®^ Dimension in drei 
zu jP=0 gehörigen (^-Functionen 0iy 0^} ^s dargestellt ist. 
Wie der rationalen Functiqp gibt man auch dem zu F{x, y) = 
gehörigen Aberschen Integral für die eindeutige Transformation 
zweckmässig eine homogene Form. Unter der Voraussetzung, dass kein 
XJnstetigkeitspunkt dls Integrals in einen der Punkte (a; = cx>, y = oo) 
falle, hat das allgemeine Abel'sche Differential nach (2 a) § 17 die Form 

1) Riemann, Ges. W. S. 111. 
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rQ\ ^ TT — ^k^^^il). ^j y)äx _ M^Jpc^y) ^( x, y)dy 

W ^^— M(x,y)' F'(y) 'M{x,y) ' F\x) ' 

wo Jfj und 31 ganze ^ rationale Functionen von gleichem Grade in 
{x, y) sind und 0{x, y) eine beliebige adjungirte Function n — S**"* 
Grades von F >= ist. Auch das Differential 1. Gattung ist in der 
Form (8) mitenthalten, sobald man M^ : M gleich einer Constanten setzt. 
Macht man die Substitution x ^^ x^i x^^ y =" ^2 - ^s; wodurch 

F(x, y) ~ xf-'^Fix) r{x) = xi-+'r{x,) F {y) = xr""^' F {x,) 

M^(Xy y) : M{x^ y) = M^{x) : M{x) 0{Xy y) = x^-^'+^^ix) 

und 

dir sa ^s^^i — x^dx^ n ^__ x^dx^ — x^dx^ 

•»'S «^^ 

wird^ so erhält man aus (8) 

/Q\ jrr Mj jx) 0{x) a?a <ia? t — x^ dx ^ M^ {x)^(x) x^ da^ — a;, dx^ 

W ö^— j|f(a.) ^''(a;,) "" Mix) F' {x^) 

Nun folgt aus 

die Proportion 

x^dx^ — x^dx^ : x^dx^ — Xidx^ : x-^dx^ — x^dx^ = F^(xi) : F^(x^ : 2'''(a;3) . 

Sind daher a^fa^^ a^ drei beliebige Oonstanten, so geht (9) über in 

(10) du -j^^^ Ec^rj^' 

Dies ist die homogene Form des allgemeinen Abel'schen 
Differentials*); sie enthält nur die Verhältnisse der drei Variabein 

x^j x^j x^ und ist dem Werth nach unabhängig von den Constanten a,-. 

» 

Verwandelt sich nun die Gleichung F{x) «« durch eindeutige 

Transformation in 6r(y)™0 und M^{x):M{x) in N^{y): N(y), so 
geht das Differential (10) in eine ähnliche Form in den yi über. In 
der That kann man die Factoren in (10) in folgender Weise einzeln 
transformiren*). 

Nach (3) ist, wenn man 60(x) für 0(x) setzt (wo 6 der Grad 
der Functionen i^* in (x^, x^, x^) ist, vgl. (5) § 21), 

(") i§i*«-=^§i'^«- 



1) Aronhold, Monatsber. der Berl. Academie 1861. 

2) Clebsch u. Gordan, Ab. F. S. 60 (1866). 
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Ferner ist, ^ 


wej\n F(x) == 


und 


G(jf)' 


= 0, nach 


(7) § 21: 




^F'(xd 




-'(y*) 




{i,k=\, 


2,3), 


folglich 

• 
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-r-r. y^l' 




^kG\y,), 




wenn 




ß^- 


=2' 


ox, 







(12) 



(13) 

gesetzt wird. Endlich ist nach (7) § 22: 

HZ + a^x^dx^ = <y2; + ßi'n2driz = ^'^^^ ± ßilfi^Vs- (14) 
Aus (12) und (14) folgt: 

H 2± «1 ^« äx^ a 2± ßi Vi ^y« 



i k 



(15) 



und durch Multiplication mit (11): 

V ^ Mix) ;^a,F\x,) ^^^ Niy) ^h^^'^k) 

% k 

Hier ist der Ausdruck rechts von ähnlicher Bildung wie der Aus- 
druck links; denn die Grössen ßk sind nach (13) ebenso willkürlich 
wie die Grössen or,-. Zugleich ist ersichtlich, indem man M^{x)iM{pc)y 
also auch N^ (y) : N{if) gleich einer Gonstanten setzt, dass ein Integral 
1. Gattung durch die Transformation wieder in ein solches Integral 
übergeht. 

Man erhält eine völlig inyariante Form für das AbeFsche Diffe- 
rential, wenn man an Stelle von {x^y x^j x^) drei linear unabhängige 

n 

<&- Functionen einführt mittels der Gleichungen (4). Dann geht F(x) = 

über in die inyariante Gleichung K{0) = und gleichzeitig das Diffe- 
rential d U nach (16) in die Form 

wo X(ßi) eine adjimgirte Function des n^ — 3*®*^ Grades von K(/) = 
ist. Die Form (17) ist aber jeder weiteren, eindeutigen Transformation 
gegenüber invariant, weil bei einer solchen die Verhältnisse der Grössen 
üij 029 h ^^^^ (1) ungeändert bleiben. Daher der Satz: 

st ahl, Abersche Fanctionen. 12 
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(IV) Ein zu F{Xy y) = gehöriges Abel'sches Differential 
wird invariant für eindeutige Transformation, sobald es 
durch eine Substitution der Form (4) homogen in drei zu 
JF=0 gehörigen <^-Functionen üu e^^ e^ dargestellt ist. 

§ 24. Allgemeinste Form der Grundgleiohtuig und der Abersohen 

Integrale. 

Die bisherigen Untersuchungen gründeten sich ausschliesslich auf 
eine einzige homogene Gleichung F{xif x^, x^ = zwischen 3 Yariabeln 
oder geometrisch auf eine ebene Gurve. Man kann diese Grundlage 
erweitern, indem man die Gleichung JF = ersetzt durch. 2 homogene 
Gleichungen zwischen 4 Yariabeln, die geometrisch eine Gurve im 
Raum von 3 Dimensionen oder allgemein durch q — 1 homogene 
Gleichungen zwischen Q -{• 1 Variabein, die geometrisch eine Gurve 
im Baum von q Dimensionen darstellen. Diese Auffassung der Theorie 
der rationalen Functionen und ihrer Integrale, die von Glebsch.^) her- 
rührt, ist von geometrischem Interesse und soll daher kurz behandelt 
werden. 

Sei zunächst eine Baumcurve gegeben, also zwei Gleichungen 

(1) Mi = W2 = 0, 

homogen in den Variabein (o?!, a;,, arg, x^ und bez. vom Grad «^ imd 
ng. Die Gurve (1) soll nicht zerfallen und keine singulären Punkte 
besitzen. Ihr Grad, d. h. die Zahl ihrer Schnittpunkte mit einer be- 
liebigen Ebene im Baum 

(2) a^Xy^ + a^x^ + a^x^ + a^x^ = 

ist bekanntlich = n^n^. Verbindet man (1) mit den Gleichungen 

{a^x^ + a^x^ + ffgiTs + a^x^ + x (ß^x^ + fta?^ + ft^a + ß^^d = 

in denen «,-, jS,-, yi, d,- beliebige Gonstante, x und y variable Grössen 
sind, und eliminirt die Xiy so erhält man eine Gleichung in {x^ y) von 
einem gewissen Grade n 

(4) • Fix, y) = 0. 

Es ist dies eine der Baumcurve (1) entsprechende ebene Gurve. 
Die Gleichungen (3) stellen zwei Ebenenbüschel mit beliebigen festen 
Axen dar, deren Parameter x und y durch die Gleichung (4) einander 
so zugeordnet sind, dass die ihnen entsprechenden Ebenen der Büschel (3) 
sich auf der Gurve (1) schneiden. 

1) Clebsch, Joum. für Math. Bd. 63. S. 218 ff. (1863). 



(3) 



y 



§ 24. Allgemeinste Form der Grundgleichung tmd der Aberschen Integrale. 179 

Die Beziehung zwiscken den Punkten der Baumcurve (1) und der 

ebenen Gurre (4) ist eindeutig unter der Voraussetzung^ dass sich 

im Laufe der Elimination der Xiy die auf (4) führt; Gleichungen der 

Form 

a^zx^i rcg : a;^ == ®i : 0, : 0, : ©4 (5) 

ergeben, wo die ®i ganze , rationale Functionen von {x, y) sind von 
einem gewissen Grad fi. Alsdann nämlich entspricht jedem Punkt (xi) 
der Baumcurve (1) nach (3) nur ein Punkt (Xy y) von J?' = und 
umgekehrt jedem Punkt (a?, y) von JP = nach (5) nur ein Punkt {Xi) 
der Baumcurve (1). Den Schnittpunkten von (1) mit der Ebene (2) 
entsprechen dabei eindeutig die Schnittpunkte der Curve F{Xj y) «= 
mit der Curve 

«1®! + «2®2 + «B®3 + «4®4 = 0. (6) 

Haben die Curven 0,- = unter sich und mit JP «aa v einfache, 
feste Punkte gemein, so ist die Zahl der beweglichen Schnittpunkte 
von (4) und (6) gleich Mft — v. Diese Zahl muss gleich dem Grad 
der Curve (1) sein, daher besteht zwischen den Zahlen n^, n^ und 
n, ft, V die Relation n^n^ «=» nft — v. 

Das Geschlecht p der ebenen Curve (4) heisst gleichzeitig das 
Geschlecht der Baumcurve (1) und ist, durch Wj und n^ ausgedrückt ^), 

= ä^i^C**! + *^2 — 4) + 1; ®^® Zahl, die für Wj = 1, w^ = w über- 
geht in den Ausdruck ^{n — l)(n — 2), der das Geschlecht einer 

ebenen Curve vom Grade n ohne singulare Punkte darstellt. Ebenso 
wie p die Anzahl der zur ebenen Curve (4) gehörigen, linear xmab- 
hängigen Functionen ® vom Grade n — 3 angibt, ist p auch die Zahl 
der zu der Baumcurve (1) gehörigen, linear unabhängigen Functionen l|l 
vom Grade n^ + ^2 — 4. Denn sind U^ und TJ^ zwei Functionen bez. 
vom Wj — 4*®* und n^ — 4**° Grade in den ä?,-, so kann man $ ersetzen 
durch $ + C'i**! + C^«*2 luid die Constanten in Oj und U^ so be- 
stimmen, dass ebensoviele Coefficienten in l|l numerisch feste Werthe 
annehmen. Daher ist die Zahl der in l|l enthaltenen, willkürlichen 
Goefficienten 

[(«i+w,-l)(n,-t.W2^2)K.fW8-3)- (w,~l)(ni-2)(ni-3)- (na-l)K-2)(n2-3)] 

~ 2^1^*2(^1 + ^2 — 4) + l=p. (6a) 

Die angegebenen Bildungen lassen sich unmittelbar auf eine 
Curve im Baum JRq von q Dimensionen ausdehnen. Seien (» -4' 1 
Variable a^i, iCa, . ., ä;^+i verbunden durch q — 1 homogene Gleichungen 

1) Clebsch, 1. c. S. 220. 

12* 
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(7) t«j = Mg = . . . M^_i = 0, 

bez. vom Grade n^, n^, . ., w^_i. Fügt man die Gleichungen zweier 
Ebenenbüschel im Baum Rq mit festen Axen und yariablen Para- 
metern X, y hiazxL, so führt die Elimination Von Xj^, . ., ^^-fi auf eine 
Gleichung zwischen den Parametern F(x, y) «=« und bei bestimmten 
Voraussetzungen hat man gleichzeitig 

(8) Xi:x2: ..: Xg^i ^ ®i : ©g : . . : ö^+i, 

wo die &i ganzC;, rationale Functionen in {x, y) sind. Damit ist eine 
eindeutige Beziehung zwischen der Raumcurye (7) oder (8) und der 
ebenen Curve JP «==» hergestellt. Das Geschlecht der Curve (7) ist 
dasselbe^ wie das von JP = und drückt sich durch die n^ aus in der 
Form 

(9) p = in^Wg . . n^_i(ni + w, H h w^_i — p — 1) + 1. 

Diese Zahl gibt zugleich die Anzahl der zu der Raumcurye (7) 
gehörigen, linear unabhängigen Functionen vom Grade w^ + **2 + • ' 
+ w^— 1 — Q — 1 an. 

Es ist nun im Allgemeinen vortheilhafter^ nicht von einer be- 
liebigen Curve in einem Raum von höherer Dimension auszugehen 
und aus ihr die äquivalente^ ebene Curve abzuleiten, sondern umgekehrt, 
von der ebenen Curve F{Xy y) = ausgehend, die möglichen, äquiva- 
lenten Darstellungen der Raumcurven zu untersuchen. Dabei kommen 
die früher entwickelten Sätze über die zu F{Xy y) ^ gehörigen, 
rationalen Functionen von (oj, y) zur Verwendung. 

Man bilde zu der Gleichung F(Xj y) = vom Grad n und vom 
Geschlecht p eine Reihe von rationalen Functionen in {Xy y) von der- 
selben Ordnung m und mit beliebigen <x} Punkten. Der gemeinsame 
Nenner dieser Functionen sei ®q, die Zahler ö^, 0^, . ., ®^4-i. 
Dieselben seien F =^0 adjungirt, von gleichem Grad und linear un- 
abhängig, wozu erforderlich ist, dass p^w — j), da es m — jp+ 1 
linear unabhängige Functionen der Ordnung m mit willkürlichen cx>^ 
Punkten gibt (§ 12 Satz Ib). Setzt man nun 

(10) a?! : rCg : . . : x^^i = ©^ : 0j : . . : ö^+i, 

so ist damit eine Curve im Raum R^ definirt, deren Grad = m ist, 
da jP = von jeder Curve 

«i©i + «2®2 H h a^+10^+1 = 

in m beweglichen Punkten geschnitten wird. Durch Elimination 
von {Xy y) aus JP = und den Gleichungen (10) erhält man eine 
zweite Form für diese Raumcurve, nämlich q — 1 Gleichungen zwischen 
den Variabein x^, . .y Xq^i 
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tlj = «2=0.. Ug-l = (11) 

und es ergeben sich gleichzeitig im Allgemeinen x und y als rationale 
Functionen der durch die Gleichungen (11) verbundenen Variablen 
0^1, . ., Xq^i. Doch kann auch der Fall eintreten, dass die durch (11) 
definirte Raumcurve zerfällt. Sie ist dann nicht eindeutig auf 2^=0 
bezogen; es müssen vielmehr noch weitere Gleichungen in x^, . .^ ^g+i 
hinzutreten^ um denjenigen Theil der Raumcurve (11) abzusondern^ der 
sich eindeutig auf jP= beziehen lässt. Hiemach hat man den Satz: 

(I) Jeder ebenen Curve F(x,y)^=0 vom Geschlecht j) ent- 
sprechen im Allgemeinen eindeutig gewisse Curven im 
Raum Rg vom Grade m, wobei q'^m — p ist. Alle diese 
Curven besitzen dasselbe Geschlecht p und dieselben 
3p — 3 Moduln wie F=0. 

Besonderes Interesse gewinnt diese Behandlung, wenn man mit 
den zu jP=0 gehörigen, adjungirten Functionen O operirt, deren Quo- 
tienten von der Ordnung m = 2p — 2 sind. Um nur den allgemeinen 
Fall zu betrachten, setzen wir (p ^ 3): 

x^: . .:Xp= O^: ..: Op, (12) 

wo die ^i p zu jP = gehörige, linear unabhängige d>-Functionen 
sind. Die Gleichungen (12) stellen eine Curve im Raum Bp^i vom 
Grade 2p — 2 dar. Durch Elimination von (x, y) erhält man p — 2 
Gleichungen zwischen (x^^ . ., Xp) 

«♦i = 0, . ., Wp_a = 0, (13) 

die im Allgemeinen ebenfalls die Raumcurve darstellen, zu denen aber 
unter Umständen noch weitere Gleichungen zwischen (a?i, . ., Xp) hinzu- 
zufügen sind. 

Das Eigenthümliche der Darstellung (12) beruht nun in dem Satz^): 

(II) Legt man an Stelle von F(x, y) = die Raumcurve (13) 
zu Grunde, so verwandeln sich die eindeutigen Trans- 
formationen der Yariabeln (x, y) in lineare Transforma- 
tionen der Yariabeln (rCj, rcj, . ., Xp) und folglich die 3p — 3 
Klassenmoduln von JP = in die simultanen Invarianten 
der Gleichungen (13) im Sinne der gemeinen Invarianten- 
theorie. 

In der That: die eindeutige Transformation von JP «= führt 
nach (V) § 23 jeden Quotienten zweier fl^-Functionen wieder in einen 

1) Weber, Math. Ann. Bd. XIII S. 46 (1877). 



182 Vierter Abschnitt. [§ 24. 

solchen Quotienten über^ sie fährt also, abgesehen von einem Pro- 
portionalitätsfactor, 

9i über in anOi + — h (^ip^pt 
wo die an beliebige , constante Grössen sind. An Stelle der p — 2 
Gleichungen (13) m,- «— treten also p — 2 neue Gleichungen t;,- = 0, 
die aus u^ ^ hervorgehen, indem man 

(14) Xi durch anXi + • • + ciipXp 

ersetzt oder indem man auf die Gleichungen u^ »» eine beliebige 
lineare Substitution anwendet. 

Den Moduln von 2^ «» entsprechen solche aus den Goefficienten 
der Gleichungen (13) gebildete Combinationen, welche durch die lineare 
Substitution (14) nicht geändert werden, das sind aber die gewohn- 
lichen, simultanen Invarianten der Gleichungen (13). (q. e. d.) 

Die Zahl der unabhängigen Combinationen von Coefficienten des 
Systems (13) sei P; da man p* — 1 derselben durch passende Be- 
stimmung der Goef&cienten in der linearen Substitution (14) beliebige, 
numerische Werthe geben kann, so hat der Best von P — (p* — 1) 
Combinationen feste, unveränderliche Werthe. Daher ist P — 1>* + 1 
die Zahl der Moduln. 

Man kann dies in doppelter Weise verwerthen. Nimmt man die 
Zahl der Moduln als bekannt an, «b 3p — 3, so kann man P be- 
stimmen; es wird 

(15) p = ^« + 3jp - 4 = (p ^ l)(l> + 4). 

Nimmt man die Zahl 3p — 3 der Moduln nicht als bekannt an, 
so erhält man eine neue Herleitung derselben durch directe Bestim* 
mung von P. Diese Bestimmung stösst allerdings fQr höhere Werthe 
von p auf Schwierigkeiten; man kann sie aber durch folgende Ueber- 
legung ersetzen*). Projicirt man die Curve (13) von einem ihrer 
Punkte auf den nächst niederen Baum Bp^t, so erniedrigt sich 
offenbar der Grad der Curve um 1; gleichzeitig wächst aber die 
Constantenzahl der Curve um 1, weil das Projectionscentrum in un- 
endlich viele Punkte der Curve gelegt werden kann. Man projicire 
nun die erhaltene Curve des Baumes i2p— s wieder von einem ihrer 
Punkte auf den folgenden Baum Bp—z u. s. f., bis man die Projection 
F(Xi, x^j x^) = im Baum B^ hat. Für diese Curve lässt sich leicht 
die Zahl der Moduln berechnen. Da der Grad der ursprünglichen 
Curve (13) gleich 2p — 2 war und p — 3 Projectionen vorgenommen 
wurden, so ist der Grad von jp™0 2p — 2 — (p — 3)=p-|-i^ 



1) Klein, Vorl. üb. d. Theorie d. ellipt. Modulfanctionen. Hrsgb. v. Fricke. 
Leipzig. Teubner 1890. S. 566 u. in Vorlesimgen. 1880/81. 
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und da das Geschlecht p erhalten bleibt, so ist die Zahl r der Doppel- 
punkte von 1^= r ^ sI^Cp — 1) — 1> = «^^^ "" ^^' ^^^ ^^^^ ^^^ 
nicht homogenen Constanten in F beträgt zunächst o(p + l)(l> + 4). 

Yon dieser Zahl sind abzuziehen die Zahl r und die Zahl 8; die erstere 
weil 1^ = r Doppelpunkte hat, die letztere, weil eine lineare Trans- 
formation der Goordinaten (x^y x^y x^) 8 Gonstanten mit sich führt, die 
man so bestimmen kann, dass 8 Gonstanten in ^<=» beliebige, nume- 
rische Werthe erhalten. Dagegen ist zuzufcLgen die Zahl p — 3, weil 
bei jeder der p — 3 Projectionen 1 Gonstante hinzutritt. Daher ist 
die Zahl der Moduln 

Man kann das System der Gleichungen (13) direct bilden, indem 
man die Gesammtheit der zwischen den p linear unabhängigen 
d>-Functionen yon jP =» bestehenden, algebraischen Gleichungen 
höheren Grades aufstellt und aus denselben diejenigen aussondert, 
welche im Stande sind, eine Klasse von algebraischen Gleichungen vom 
Geschlecht p zu definiren^). 

Nach § 12 Satz Ib besteht zwischen je m — jp -f~ 2 rationalen 
Functionen in {x, y), die von der Ordnung m sind und die nämlichen, 
willkürlich gewählten m cx>^ Punkte besitzen, mindestens eine homo- 
gene Gleichung. Bildet man nun ganze, homogene Functionen 
Fq, F^y F^ . , vom Grade ft in den p Functionen *< und dividirt 
2^1, jPj, . . durch Fq^ so hat mau, da jedes Oi 2p — 2 0^ Punkte hat, 
rationale Functionen von der Ordnung w = 2ft(p — 1) mit denselben 
(»^Punkten. Es bestehtalso zwischen je m—p-J-2 = (2ft—l)(p—l)-F-l 
der Functionen JF\, JPg; • • mindestens eine lineare, homogene Gleichung. 
Nimmt man für diese Functionen die ft*®° Potenzen und die fi-glied- 
rigen Producte der p Functionen ^,-, so lässt sich zeigen^, dass sich 
unter diesen stets (2ft — l){p — 1) befinden, die linear unabhängig 
sind. Da die Zahl dieser Functionen 

p P 'P + ^ ' "P + (^ — ^ 

^ ^^ 1 2 llr ' 

80 folgt der Satz: 

(III) Die Zahl der von einander unabhängigen, homogenen 
Gleichungen vom (i^^ (> 1) Grade zwischen den p <P-Func- 
tionen ist 

P, - (^^ - 1)(P - 1). (16) 

1) Weber, Math. Ann. Bd. XIII S. 43 ff. (1877). 

2) Nöther, Math. Ann. Bd. XVII S. 272 (1880). 
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Diese algebraischen Gleichungen höheren Grades zwischen den p 
linear unabhängigen Functionen Oi sind nur eine identische Folge 
der einen Grundgleichung F =0, d. h. sie werden identisch befiriedigt^ 
wenn man in sie die 0,- als Functionen von (x, y) einträgt. Um- 
gekehrt sind mehrere dieser Gleichungen und zwar im Allgemeinen 
j> — 2 derselben (die obigen Gleichimgen (13)) im Stande^ die Gleichung 
jp = oder eine zu derselben Klasse gehörige Gleichung zu ver- 
treten. Man erhält diese Gleichung JP = etwa^ indem man zu den 
p — 2 Gleichungen zwischen den ^< die Gleichungen 

i i i i 

hinzufügt und die p — 1 Verhältnisse der Oi eliminirt. Doch ist in 
jedem Fall zu prüfen, ob wirklich p — 2 Gleichungen zwischen den 
0i ausreichen, um eine Klasse von algebraischen Gleichungen vom 
Geschlecht p zu definiren. 

Man kann die für die Grundgleichung F{Xj y) »» und ihre 
Schnittcurven früher entwickelten Sätze, besonders den Riemann- 
Boch'schen Satz, ohne Schwierigkeit auf die mit JP «= in eindeutiger 
Beziehung stehenden Raumcurven übertragen. Statt dies auszuführen, 
gehen wir noch kurz auf die zu diesen Raumcurven gehörigen 
Abel'schen Integrale ein^). Die Bildung derselben geschieht in 
der nämlichen Weise wie in § 23. 

Sei zuerst eine Gurve im Raum ü, gegeben als der vollständige 
Durchschnitt der Flächen m'= 0, w"«» vom Grade n^ und n^ in 

den Variabein (x^, . ., rcj. Dann ist, wenn ^ == wj gesetzt wird, 

*^i*^i+w/ ^2+*^$' ^8+**/ ^4^0; ^1 dx^-^-u^ dx^-^u^' d^s+ w/ dx^'= 
*'i '^1 + ^2 "^2 + ^s'^s + ^^'^4, •= , Ui'dXi -f- u^'dx^ + ^z'dx^ + u^'dx^ = 
Hieraus ergeben sich 6 Gleichungen der Form 

XidXk — XkdXi = (UitCi — Ui'tim) diL, 

wo d(i ein Proportionalitätsfactor ist und iJclm zu ersetzen sind der 
Reihe nach durch 123 4; 134 2; 142 3; 2314; 3412; 4213. 
Bildet man nun den Differentialausdruck: 

i i i i 

SO ist derselbe von den ganz beliebig wählbaren Grössen a/,a/'(»=»l,.., 4) 
unabhängig. Er ist femer nur von den Verhältnissen der Xt ab- 

1) ClebBch, Joum. fflr Math. Bd. 63. S. 221 (1863). 
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hängig; wenn man unter ^ (x) eine homogene^ rationale, ganze Func- 
tion der Xi vom Grade (Wj + Wg — 4) versteht und unter M (x) und 
N(x) homogene, ganze, rationale Functionen von beliebigem ^ aber 
gleich hohem Grade. 

Unter diesen Voraussetzungen stellt (17) das allgemeine AbeFsche 
Differential dar, bezogen auf die Raumcurve n'= 0, n"= 0. Denn 
führt man mittels der Gleichungen (5) an Stelle der Xi die beiden 
durch die Gleichung F{Xj y) = verbundenen Variabein (a?, y) ein, 
so kommt das Differential (17) auch der Form nach auf das allge- 
meine zu F(Xy y) «= gehörige AbeFsche Differential zurück. Ist 
M(x) : N{x) eine Constante, so ist (17) ein Differential 1. Gattung; 

nach (6 a) existiren p = « ^i^a (^i + ^2 ~" 4) + 1 linear unabhängige 
Differentiale 1. Gattung. 

Für die zu der Kaumcurve m'= 0, m"= gehörigen Integrale 
(17) gelten nun ganz analoge Sätze wie für die zu F{Xy y) = ge- 
hörigen Integrale. So lautet z. B. das Abel'sche Theorem fiir 
dieselben: 

(IV) Die Summen der Integrale von (17), ausgedehnt über 
alle Schnittpunkte der Curve u = 0, t*"= mit einer 
Fläche v«=0, ist gleich einer rational-logarithmischen 
Function der Coefficienten von v = und gleich einer 
Constanten, wenn (17) ein Differential erster Gattung ist. 

Die vorstehende Betrachtung lässt sich unmittelbar auf eine Gurve 
im Räume von g Dimensionen ausdehnen. Sind p + 1 Variable 
ajj, . ., x^+t verbunden durch q — 1 homogene Gleichungen 

u^ = Wa = . . Ug-i — (18) 

bez. vom Grade 9«|, n^, . ., n^— 1 und wählt man ganz beliebig 
(q — 1) (p + 1) Grössen 

«1> «2^ ••; «^+1 (* = 1; "f 9 — 1); 
setzt man femer 



1 dx^ * ' e+i ^iCß+i 



und versteht unter ^(x) eine homogene, ganze, rationale Function 
in den Xi vom Grade (Wj + — |- n^_i — p — 1), unter M(x) und 
N(x) homogene, ganze, rationale Functionen der Xi von gleichem 
Grade, so ist das allgemeine zu den Gleichungen (18) gehörige AbePsche 
Integral, analog (17), von der Form 
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(19) 






und das zugehörige Abel'sche Theorem lautet: 

(V) Die Summe der Integrale (19)^ ausgedehnt über alle 
Werthsysteme, welche die Gleichungen (18) mit einer p**" 
Gleichung u^ «» gemein haben, ist eine rational-lo- 
garithmische Function der Coefficienten von n^ und eine 
ConstantC; wenn (19) ein Integral 1. Gattung, also M{x):N{x) 
eine Constante ist. 

Wegen der geometrischen Folgerungen, die sich aus dem Satze 
(IV) ziehen lassen, fiei auf die Litteratur yerwiesen^). 

1) Glebsch, Journal für Math. Bd. 63. S. 222 ff. (1863). 



Zweiter Theil. 

Das Jacobi'sclie Umkelirproblem. 



Einleitung. 

Der zweite Theil der Theorie der Aberschen Functionen und 
Integrale enthält die Losung des Umkehrproblems. Wir schicken 
auch hier eine kurze Uebersicht über den entsprechenden Theil der 
Theorie der elliptischen Functionen voraus^). 

Setzt man das elliptische Integral 1. Gattung gleich einer com- 
plexen Yariabeln u, also (s. S. 3) 



/ * dx 
VBx 



/ — = w, (1) 

«0 

80 besteht das Umkehrproblem darin, die Functionen Yx — c,-, x='p(u)f 
y = yUx = — p'i}^9 ^^d allgemein eine beliebige, rationale Func- 
tion Yon {xy yBx) als Function des Argumentes u darzustellen. Alle 
diese Functionen heissen elliptische Functionen von u und sind 
charakterisirt durch folgende Eigenschaften: 

Sie sind eindeutig und im Allgemeinen, d. h. mit Ausnahme 
einzelner Punkte der u- Ebene, stetig und an keiner Stelle im End- 
lichen wesentlich singulär. 

Sie sind doppeltperiodisch^ d. h. sie besitzen zwei Perioden, die 
sehr einfach mit den Periodicitätsmoduln des elliptischen 
Integrals (1) zusammenhängen. 

Die erste Aufgabe ist die Herleitung der sog. Thetafunc- 
tionen, durch welche sich alle elliptischen Functionen analytisch dar- 
stellen lassen. 



1) Vgl. Weierstrass- Schwarz, Formeln und Lehrsätze etc. 2. A. 1893. 
S. 40 £f. Die Bezeichnung der Thetafunctionen ist der Symmetrie halber etwas 
abgeändert. 
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Die einfachsten elliptischen Functionen sind die drei Wurzel- 
functionen j/x — c,- (i = 1, 2, 3). Zur Darstellung derselben als Func- 
tionen von u genügt die Kenntniss ihrer Perioden und ihrer 0^ und 
cx)^ Punkte. Mittels dieser Elemente erhält man die Fimctionen 
Yx — ßi zuerst als Quotienten von doppelt unendlichen Producten mit 
gemeinsamem Nenner. Diese Producte lassen sich durch Einfuhrung 
der Exponentialfunction in einfach unendliche Producte und diese 
weiter in einfach unendliche Summen verwandeln, welche die Theta- 
functionen vorstellen. 

Haben die Querschnitte a und h der Verzweigungsfläche T die 
früher angegebene Lage, sind femer 2a> und 2a)' die Periodicitäts- 
moduln des Integrals (1) an den Querschnitten a und b und setzt 
man zur Abkürzung 



oo 



(2) 



u 



== 2a,v, X = ^', Ä = ^«'•, 5o« =JJ(1 - Ä»-), 



n=l 



SO ist die Productform der vier Thetafunctionen (wenn n alle ganzen 
Zahlen von 1 bis cx> durchläuft): 

@{u) =^(t;) =2Ä* jyosinÄi;Jj(l — 2Ä2»cos2Ät; + A*»), 



(3){ 



1 
@^(m) = 0*1 (v) = 2Ä* jETq cosjrv Jj (1 + 2*2» cos 2^1; + A*»), 



n 



®a(M) = ö-jC«) = 



©»(«)= ^s(«') = 



Bo/Y(l + 2A«»-'cos2«t; + Ä*»-»), 



n 



flo JJ(1 — 2Ä>— » cos 2«« + A*— «). 



n 



Von diesen Functionen ist die erste eine ungerade, die drei 
andern sind gerade Functionen von u oder v. Verwandelt man die 
Producte in Summen, so erhält man (wenn n alle ganzen Zahlen von 
— cx) bis + cx) durchläuft): 



(4) 



n 



e,(«) = ^,(.) ^^V/'I^^+t) +-(«+t)1, 



n 



n 
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Die Thetafunctionen haben folgende , charakteristisclie Eigen- 
schaften: 

Sie sind eindeutig und für alle endlichen Werthe Yon u stetig. 

Sie besitzen gewisse periodische Eigenschaften derart, dass sie 
sich, bei Vermehrung von u um einen der Periodicitätsmoduln des 
Integrales (1), nur um Exponentialfactoren gewisser Art ändern. 

Die vorstehenden Formeln iSnden ihre Verallgemeinerung im Ab- 
schnitt V; die Darstellungen (4) in den Gleichungen (37) § 26. In 
der Theorie der AbeFschen Functionen muss man jedoch den an- 
gegebenen Weg zur Herleitung der Thetafunctionen yerlassen, da 
analoge' Productentwicklungen wie (3) für Functionen mit mehreren 
Variabein nicht existiren. Wir leiten daher die Thetafunctionen von 
p Variabein im Abschnitt V auf einem anderen Wege ab, der für die 
elliptischen Functionen (p = 1) bereits von Liouville imd Hermite 
angegeben wurde, nämlich auf functionentheoretischem Wege aus den 
Eigenschaften der 2jp-fach periodischen Functionen von p Variabein. 

Die zweite Aufgabe betrifft die Losung des ümkehrproblems. 

Die Darstellung der Wurzelfunctionen "j/a; — c< durch die Variabein u 
ist enthalten in den Gleichungen (i »» 1, 2, 3): 

, 0.(u) d-Av) 

wo C^y C^y C^ von u unabhängige Constanten sind. Setzt man in (5) 
X = oo, Cj, e^j ej und zur Abkürzung (i = 1, 2, 3): 



so erhält man 



0,(0) = -d-.^O) = ®i = %'i 



(6) 



Ci = ©- = K«i — «»©•= y«i — %-i •= yci - c, • ci — <>,, 

1 8 1 

Ca = ^ = y«i — c«©| = KCa — ^ g,' = yci — ^ • öj — ^> 
Cj ■= ^ = y«! — «8 e| = ye% — «s ^J — l/ci — ft, • e, — ej • 



(7) 



Diese Gleichungen geben die Werthe von Cj, Cj, CJj, entweder durch 
Thetafunctionen oder rein algebraisch ausgedrückt; zugleich stellen 
sich die Quotienten der Functionen ®i; ®2, ®z} ®' algebraisch in 
^i; ^ij ^3 clar. 
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Setzt man in (3) u «» 0; so folgt zwischen den geraden Func- 
tionen 0^, &^, ®9 und der Ableitung &' der ungeraden Function 
für den Nullwerth des Argumentes die Relation 

(8) «®i®2®j — 2«®' • oder xd^^»^»^ = »\ 

Verbindet man diese Gleichung mit (7)^ so ergeben sich Bela- 
tionen, welche die Werthe 0i : |/a (i ■=■ 1, 2, 3) und 0' : Ya rein 
algebraisch durch die Grössen e^ e^^ e^ darstellen^ und welche zur 
annähernden Berechnung der Grösse h oder des Thetamoduls t (2) 
durch die gegebenen Grössen Si dienen. Diese Gleichungen sind: 



(9) 






®s = '9'8-yirA-«8. 



2a>9'"» -ö-'«» 2a> |/-~ /^ — ^•^ — ^•«2 — ^- 



Die Yorstehenden Formeln finden ihre Verallgemeinerung in dem 
VI. Abschnitt; nämUch die Gleichungen (5) in (9), (14), (16) und (19) 
§ 31; die Gleichungen (7) in (11) und (12) § 31 und (18) § 33; die 
Gleichungen (9) in (12) § 31 und (29) § 33. Die Gleichung (8) end- 
lich in den am Ende von § 33 erwähnten Gleichungen (P). 

Die Thetafunctionen bilden nicht nur die Grundlage fiir die 
Lösung des Umkehrproblems; sie beherrschen auch alle weiteren Dar- 
stellungen in der Theorie der elliptischen Functionen. 

Die dritte Aufgabe bezieht sich dahe r auf die Darstellung der 
allgemeinsten, rationalen Function von {x^ yHx) sowohl durch Quo- 
tienten, gebildet aus Producten von Thetafunctionen, wie auch durch 
Summen, gebildet aus den Ableitungen der Logarithmen von Theta- 
functionen; femer auf die Darstellung des Litegrals 3. Gattung mit 
der oberen Grenze x durch Logarithmen von Thetafunctionen mit 
dem Argument u und des Integrals 2. Gattung durch die Ableitung 
eines solchen Logarithmus nach u, endlich auf die Darstellung des 
allgemeinsten, elliptischen Integrals durch Logarithmen von Theta- 
functionen und die Ableitungen solcher Logarithmen. 

Wir fuhren als Beispiele nur an erstens die Darstellung von 
X =|)(w): 

(10) x=p(u) f^ + 3 "e- » 

zweitens die fundamentale Formel: 
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in der a;^^ u^ ein beliebiges^ zusammengehöriges Werthepaar {Xy u) 
ist und aus der sich wieder die Gleichungen (5) ergeben, wenn man 
Xq gleich e^y €^y e^ und bez. Uq gleich m^ a> -f~ <o'; ^' setzt; endlich 
drittens die Darstellung eines Integrals zweiter Gattung (vgl. 10): 



/ 



X 



rcda; _ e'(w) wO' , ^ .jgv 



YRx e(i*) 3 e' 

und die eines Integrals 3. Gattung (vgL 11): 






V:g^^^;^log^(^-^o) + 2üg^ + (7, (13) 

wo die Constanten G von den unteren Grenzen der Integrale abhängen. 
Aus (11) ergeben sich weitere, wichtige Formeln^ darunter das Addi- 
tionstheorem der Thetafunction« 

Die Darstellungen der rationalen Functionen durch Thetafunc- 
tionen finden ihre Verallgemeinerung in den Formeln des YII. Abschnitts 
§ 34—36, die der Aberschen Integrale in § 37. 

Die Form der Thetafunctionen, sowie alle vorgenannten Dar- 
stellimgen durch Thetafunctionen wurden zunächst gewonnen für eine 
bestimmte Lage der Querschnitte a und h in der Yerzweigungsfläche 

T von y = l/Eäc. 

Die vierte und letzte Aufgabe in der Theorie der elliptischen 
Functionen hat die Verallgemeinerung der erhaltenen Darstellungen 
zum Ziel, indem sie die Abänderungen untersucht, die eintreten, 
wenn die Querschnitte a und h beliebig verlegt werden. Es zeigt 
sich, dass dabei die Thetafunctionen eine sog. lineare Transformation 
erfahren. Dieselbe besteht darin, dass, abgesehen von einem Expo- 
nentialfactor, jede Thetafunction mit dem Argument v und dem Modul 
X übergeht in eine Thetafunction, deren Argument v^ und Modul x^ 
von V und x in einfacher Weise abhängen. Dabei geht die ungerade 
Function %{yy x) in die ungrade Function ^{y^y '^\) ^her, während 
jede der drei graden Functionen ^iiy^ x) (i «= 1, 2, 3) in jede der 
graden Functionen '^•^(t;,, r^) (ä= 1, 2, 3) übergehen kann. Neben 
ihrer theoretischen hat die lineare Transformation der Thetafunctionen 
die praktische Bedeutung, für jeden Fall die am stärksten conver- 
girende Darstellung durch Thetafunctionen zu liefern. Diese Unter- 
suchungen über die lineare Transformation der Thetafunctionen finden 
ihre Verallgemeinerung im Abschnitt VIII. 



1 92 Zweiter Theil. 

Hiermit sind die wichtigsten Punkte in der Theorie der ellip- 
tischen Functionen berührt^ wobei jedoch die allgemeine Transforma- 
tion ausgeschlossen bleibt. Die Theorie der AbeFschen Functionen 
beschäftigt sich nun in ihrem zweiten Theil mit den entsprechenden 
Aufgaben; der Stoff ist folgendermassen gegliedert: 

Abschnitt Y enthält die Herleitung der Thetafunctionen von p 
Variabein und die Untersuchimg der Nullpunkte derjenigen Tbeta- 
fimctionen, die man erhält^ wenn man die p Argumente durch p Inte- 
grale 1. Gattung mit derselben oberen Grenze ersetzt. 

Abschnitt VI enthält die L5sung des Umkehrproblems oder 
die Darstellung der einfachsten AbeFschen Functionen durch Theta- 
functionen. 

Abschnitt VII enthält allgemeine Beziehungen zwischen Theta- 
functionen und rationalen Functionen oder Abel'schen Integralen. 

Abschnitt YHI enthält die Untersuchung der Abänderungen, 
welche die in VI und VII gegebenen Darstellungen durch Verlegung 
des Querschnittsystems der Verzweigungsfläche oder durch lineare 
Transformation der Thetafunctionen erfahren. 



Fünfter Abschnitt. 
Die Thetafanction und ibre Nullpunkte. 

Der fünfte Abschnitt behandelt die Eigenschafben der Thetafanc- 
tion von p Yariabeln^ auf welcher die analytische Lösung des Umkehr- 
problems beruht. Wir geben in § 25 nach kurzer Formulirung des 
Umkehrproblems eine Herleitung der Thetafanction^ in § 26 eine Ent- 
wicklung ihrer Eigenschaften. Die übrigen §§ des Abschnitts beziehen 
sich auf die Zahl und Lage der Nullpimkte einer Thetafanction^ deren 
Argumente aus den p Normalintegralen 1. Gattung gebildet sind. 

§ 25. Formulirung des Umkehrproblems. Herleitnng der 

Thetafonotion. 

Das Jacobi'sche Umkehrproblem, von dem die folgenden Unter- 
suchungen ausgehen, ist eine Verallgemeinerung des elliptischen Um- 
kehrproblems (s. Einleitung S. 187). Zu einer Gleichung F(Xj y) = 
vom Geschlecht p gehören p linear imabhängige Normalintegrale 
1. Gattung^): 



» 



/ fi{x,y )dx / YpCa?, y) dx 

c 

Man bilde mittels der Litegrale (1) zwischen p verschiedenen, 
oberen Grenzen x^ .., Xp einerseits und p Variabein t^, .., Up 
andrerseits die p Gleichungen (i = 1, . ., jp): 

l%x, y)dx r}. {X, y) dx _ 



^i> 



in welchen die p imteren Grenzpunkte Ca beliebig, aber fest gewählt 
seien und die Litegrationswege zwischen den Punktepaaren Ch und Xh 

1) Die Wahl der Normalintegrale u. beeinträchtigt die Allgemeinheit der 
Untersuchung nicht, da man durch lineare Substitution statt der p Normal- 
integrale Ui , . ., tt stets p beliebige Integrale 1. Gattung v^^, ,yV einführen kann, 

Stahl, AbeVsohe Functionen, 13 
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in der Verzweigungsfläche T f&r alle p Gleichungen dieselben seien, 
was durch das Congruenzzeichen angedeutet sei. Dann besteht das 
Umkehrproblem im engeren Sinne in der Aufgabe^ die je durch 
F{Xy y) = verbundenen Coordinaten {Xh, tfh) der p oberen Grenz- 
punkte Xiy . ., Xp als Functionen der p Integralsummen Ui, . ., Up 
darzustellen ^)y in erweitertem Sinne in der Aufgabe, rationale 
(oder auch gewisse, algebraische) und symmetrische Functionen der 
Coordinaten der p oberen Grenzpunkte Xh als Functionen der p 
Grossen Ui darzustellen. Diese Fimctionen heissen Abel'sche Func- 
tionen der Yariabeln U^, . ., Up, Es zeigt sich im Verlauf unserer 
Untersuchungen (§ 36), dass diese Functionen charakterisirt sind durch 
folgende Eigenschaften: 

(A) 1) Sie sind eindeutig, ferner im Allgemeinen (d. h. mit 
Ausnahme von Werthgebieten von weniger als 2p Dimen- 
sionen) stetig und für kein endliches Werthsystem der Ui 
wesentlich singulär. Die p Yariabeln Ui heissen auch die 
Argumente der Abel'schen Functionen. 

2) Sie sind 2jp-fach periodisch, d. 1l sie besitzen 2p von 
einander unabhängige Periodensysteme, die mit den 
Systemen der Periodicitätsmoduln der Integrale (1) sehr 
einfach zusammenhängen. Diese Periodensysteme heissen 
auch die Modulsysteme der AbePschen Functionen. 

Wir zeigen nur kurz, wie man durch Verallgemeinerung einer 
von Jacobi für p «» 2 angestellten Untersuchung^) gerade auf das in 
(2) formulirte Umkehrproblem geführt wird und warum man die 
Umkehrung eines einzelnen der Integrale (1), etwa des ersten, durch 
welche x als Function von u^ definirt würde, ausschliessi Es ist klar, 
dass, wenn eine Losung des Problems (2) möglich ist, zu denselben 
Punkten x^ in (2) unendlich viele Werthsysteme der Ui gehören, die 
sich jedoch nur um Systeme von zusammengehörigen Periodicitäts- 
moduln der Integrale (1) unterscheiden. Die Coordinaten der p Punkte 
Xh sind also 2j>-fach periodische Functionen der p Variabein Ui ; sie 
sind aber zugleich einwerthige Functionen der R, wie schon in (A) 
erwähnt wurde und später (§ 28) bewiesen wird. Ebenso wären die 
Coordinaten des Punktes x in der ersten Gleichung (1), die Umkehr- 



1) Ein specieller Fall des ümkehrproblemB ist das Abersche Theo: 
die Grössen U^ ebenfalls Summen voiL^Uiegralen 1. Gattung mit g< 
Grenzen sind und wo die Lösung d. h. IK Bestimmung der p Punkte 
algebraisch ist (s. § 20). 

2) Jacobi, Ges. W. Bd. II S. 7 ff. (1832) und S. 23 ff. (1834). 
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barkeit dieser Gleichung vorausgesetzt^ 2|)-facli periodische Functionen 
der einen Yariabehiu^; sie wären aber nicht eindeutige^ sondern unend- 
lich vieldeutige Functionen von u^, wie aus dem Folgenden hervorgeht. 

Eine Function von p Variabein Oi, . ., (Op heisst periodisch, 
wenn sie ihren Werth nicht ändert bei gleichzeitiger Zunahme aller 
Argumente um ein constantes Grössensystem, etwa A^ . ., Ap. Ein 
solches System heisst ein System zusammengehöriger Perioden. 
Hat die Function mehrere Periodensysteme, etwa Aiiy..,Api] 
Aiif . ., Ap2] . .; Aiqy . .; Apqy so ist auch jede lineare Combination 
derselben wie fn^A^i -|- . . -|- nigAiq] m^A^^ -|- . . -|- m^Atq^ . .; 

m^Api H 1" Wj-^pg mit denselben ganzzahligen Coefficienten %,. ., m^ 

ein zusammengehöriges Periodensystem. Mehrere Periodensysteme 
heissen von einander unabhängig, wenn sie nicht ans einer geringeren 
Zahl von Periodensystemen in der angegebenen Weise sich zusammen- 
setzen lassen. 

Ist nun eine Function von p Yariabeln m^y. .^(Op eindeutig 
und im Allgemeinen stetig und besitzt sie q von einander un- 
abhängige Periodensysteme, dargestellt durch das Schema: 



Ol 

02 



G}p 



All A12 , . AiQ 
A21 A22 . » A2Q 



(3) 



Apl 'Ap2 . . -^Q 

so gelten folgende Sätze ^), die wir nur historisch anfahren: 

(I) Ist Q =» 2pj so kann die Determinante A^ gebildet aus 
den reellen und imaginären Theilen Alk und Äa der Mo- 
duln Aiky nicht verschwinden, oder geometrisch: es kann 
der Inhalt des periodisch wiederkehrenden Gebietes der 
Function nicht Null sein. 

Wäre nämlich die Determinante J. <=» 0, so hätte man zwischen 
den 2p Modulsystemen p Gleichungen der Form (i = 1, . ., p): 

qiAii -| f- iip^iip = 0, 

wo qij . .; q2p reelle Zahlen sind; es sind dann zwei Fälle möglich: 

entweder die 2p Grössen qi sind sämmtlich ganze oder rationale 
Zahlen; dann kann man zeigen, dass die 2p Periodensysteme sich 
auf nur 2p — 1 Systeme zurückfuhren lassen; 

1) Hermite, Joum. für Math. Bd. 40 S. 310 (1850). ßiemann, Ges. W. 
S. 276 ff. (1859). ClebBch- Gordan, Abersche Functionen S. 130 ff. (1866). 
Weierstrass, Berliner Monatsberichte 1876 oder Abh. zur Functionenlehre. 
Berlin 1886 S. 165 ff.. 

13* 
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oder die 2p Grössen qi sind zum Theil oder alle irrational; dann 
kann man zeigen^ dass sich die p Yariabeln cdj durch weniger als 
p lineare Combinationen der cd, ersetzen lassen. 
Beides betrachten wir als ausgeschlossen. 

(n) Eine eindeutige und im Allgemeinen stetige Function 
Yon p Yariabeln co^y . .; cop kann nicht mehr als 2p unab- 
hängige Periodensysteme besitzen. 

Zum Beweise seien 2p unabhängige Periodensysteme (3) (p = 2j>) 
gegeben, also die zugehörige Determinante Ä^O (nach I). An- 
genommen, es gäbe noch ein (2p + l)*** Periodensystem -4i2p+i, . ., 
J^2p+i; so bilde man mit 2p '\- 1 ganzen Zahlen m^, . ., ^2^4.1 die 
2jp reellen Ausdrücke (Z = 1, . ., JP)* 

[wi^ii -|- . . . + mip^iÄifp^i . 

Dann sind zwei Falle möglich: 

entweder die 2p '\- 1 Zahlen m» lassen sich so bestimmen, dass 
die 2p Ausdrücke (5) sämmtlich Null werden; dann kann man 
zeigen, dass die 2p '\- 1 Periodensysteme sich auf 2p Perioden- 
systeme zurückführen lassen; 

oder die 2p '\- 1 Zahlen mi lassen sich so bestimmen, dass die 
2p Ausdrücke (5) kleiner werden als 2p beliebig Yorgegebene, kleine 
Grössen £1, . ., £sp; dann kann man zeigen, dass die p Argumente 
fDi sich durch weniger als p lineare Combinationen der cd,- ersetzen 
lassen. Beides war ausgeschlossen. 

Diese Sätze führen nun nothwendig auf die Form (2) des Umkehr- 
problems ^). Denn wollte man ein einzelnes Integral 1. Gattung mit 
der oberen Grenze x gleich U setzen, so würde der allgemeinste 
Werth, den das Integral bei Veränderung des Integrationsweges an- 
nimmt, aus einem Werth U hervorgehen, indem man diesen um eine 
lineare, ganzzahlige Combination der 2p Periodicitätsmoduln des Inte- 
grals vermehrt. Durch passende Bestimmung der ganzen Zahlen 
könnte man nun (wie sich aus dem Beweise von (11) ergibt) den 
reellen und imaginären Theil des Zuwachses, den U so erfährt, also 
auch diesen Zuwachs selber, beliebig klein machen. Das Integral 
könnte also für jede obere Grenze x jeden Werth U annehmen und 
folglich auch die obere Grenze für jeden beliebigen Werth von U 
jeden beliebigen Werth x. Bei der ümkehrung würde man also fiir 
die Coordinaten des Punktes x Functionen von U erhalten, die 



1) Jacobi, 1. c. und Glebsch-Gordan, AbeFsche Fanctionen S. 136, 
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unendlich vieldeutig wären und deren Werth nicht sowohl von dem 
Werth des Argumentes TT abhinge ^ als vielmehr von dem Wege, 
den das Integral durchlaufen muss, um einen gewissen Werth TT zu 
erlangen. Aehnliches würde gelten, wenn man Gleichungen der Form 
(2) bilden wollte aus g Integralen 1. Gattung mit g oberen Grenzen 
Xk und q Variabein TTi, so lange J<jp wäre. Nimmt man aber die 
p Gleichungen (2), also 2=»jp, so fallen die Schwierigkeiten weg. 
Denn die allgemeinsten Werthe der TTiy die durch Veränderung der 
Integrationswege entstehen, gehen aus einem Werthsystem hervor 
durch Hinzufügung eines Systemes von zusammen gehörigen Perio- 
dicitätsmoduln der Integrale. Trennt man nun die p Zuwüchse, welche 
die verschiedenen Grössen TTi so erhalten, in ihre 2jp reellen und 
imaginären Theile, so kann man durch passende Bestimmung der 
ganzen Zahlen (wie sich aus dem Beweise von (11) ergibt) von diesen 
2p Grössen wohl die 2p — 1 ersten beliebig klein machen, nicht aber 
die 2p*®. In zwei Werthsystemen der TTi also, die denselben oberen 
Grenzpunkten Xh entsprechen, sind die beiden Werthe wenigstens für 
eine der Variabein TTi um eine endliche Grösse verschieden, so dass 
also nicht mehr jedem System der oberen Grenzen Xu jedes System 
der TTi entspricht, (q. e. d.) 

Die analytische Behandlung des Umkehrproblems gründet sich 
nun, wie bei den elliptischen Functionen, auf eine transcendente 
Function, die Thetafunction mit p Variabein. Man gelangt zu 
derselben^), indem man sich die Aufgabe stellt, eine Function zu 
bilden ^(«i, . ., tOp) von p Variabein oi, . ., cop, die durch die Eigen- 
schaften (A) S. 194 charakterisirt ist. Die 2p simultanen Perioden- 
systeme dieser Function seien gegeben durch das Schema: 



Ol 



COp 



Lii . . Ai 



2p 



(6) 
Api . . Ap2p 

Da die Determinante A, gebildet aus den reellen und imaginären 
Theilen dieser Perioden, nicht verschwindet (Satz I), so können auch 
nicht alle aus p der Periodensysteme gebildeten Determinanten ver- 
schwinden. Eine der nicht verschwindenden Determinanten sei die 
der p ersten Periodensysteme in (6), Wir benutzen dieselbe zur Ein- 
führung neuer Variabein Vi, . ., Vp, indem wir setzen (i = 1, . ., jp): 

oimi =» ^,AuVi9 . . ., cDpsri = ^^ApjVi. (7) 



1) Für i) — 1: Hermite (1844), s. Jacobi's Ges. W. Bd. II S. 97. Für all- 
gemeines jp: Weber, Ab. F. (jp == 3) S. öff. (1876). 
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Die Periodensysteme der transformirten Function JP(vi, . ., Vp) 
sind alsdann: 



(8) 



Vi 


ni 





.. 


6ii 6ia 


.. 6 


t'2 

• 





ni 


.. 


621 622 


..5, 


• 


• 




• 




■ • 


• 


• • 



9p 



'PP 



wo die bn sich leicht nach (6) und (7) bestimmen. Die p ersten Perio- 
densysteme in (8) zeigen, dass die Function F(vi^ • •; ^p) ^' j®^® ^^^ 
Yariabehi Vi, , ,y Vp einzeln die Periode ni hat. Dies fOhrt dazu, F als 
Function von c*"!, . ., ß^'p aufzufassen. Wir fragen zunächst, ob eine 
2j)-fach periodische Function F dieser Art fOr alle endlichen Wertlie 
der Argumente Vi, .., Vp endlich und stetig sein kann. Dies ist niclit 
möglich, wie aus folgendem Satze hervorgeht: 

(III) Eine für alle endlichen Werthe der Argumente Vi, . ,, Vp 
endliche und stetige Function 0(viy . ., Vp), die für jedes 
Argument einzeln die Periode ni hat, kann kein weiteres 
von diesen unabhängiges Periodensystem &i, .., bp besitzen^); 
sie kann auch nicht bei gleichzeitiger Aenderung der Ar- 
gumente um ein solches System &i, . ., hp einen constanten 
Factor C annehmen. 

In der That, eine Function von der vorausgesetzten Beschaffen- 
heit lässt sich, wie unten bewiesen wird, durch eine Beihe von der 
Form: 



*(vi; • •; «p) 






(9) 

(fi, . ., Vp = — 00, . ., + cx>) 

darstellen, in der die Summation sich auf alle positiven und negativen^ 
ganzzahligen Werthe von v^, . ., Vp erstreckt. Wäre nun erstens: 

0(v^ + iu "7^P + h) — ^(yu • •; Vp)i 
so hätte man nach (9): 



^1 • -^ ^n 



Vpö 



'^i • 'j^ -^n 



^ ^SU^i^^Z^ibi 



n rp "i yp 

Diese Gleichung kann nur identisch erfüllt sein, wenn ^r/.b.- 
ein ganzes Vielfaches von ni ist für alle in (9) vorkommenden Werth- 
combinationen von Vj, . ., Vp. Soll sich also die Function <& nicht 



1) Für p « 1: Satz von Liouville, Comptes rendus 1844, S. 1262. Vgl. 
auch Joum. für Math. Bd. 88. S. 277. 
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auf 
der 



eine Constante reducireii; so müssen 1^ 2, . . oder p Relationen 
Form bestehen: 



p 



wo die ki und l ganze Zahlen sind. 

Bestehen p solcher Belationen^ von denen keine aus der anderen 
folgt ^ so sind die Grössen bi rationale Vielfache von 7ci und die 
wahren Perioden der Function sind nicht xi selber ^ sondern gewisse 
Bmchtheile von xiy aus denen auch das Periodensystem b^y . .^ bp 
zusammengesetzt werden kann. Bestehen aber nur 1; 2^ • . oder p — 1 
solcher Relationen^ so beschränkt sich die Function bez. auf 1, 2, . . 
oder p — 1 Glieder, die sich bez. durch 1, 2, . ., p — 1 lineare Com- 

binationen der Yariabeln Vj, . ., Vp (nämlich die Werthe ^hvi) aus- 
drücken lassen, was wir ausschliessen. 
Wäre dagegen zweitens: 

so müsste C die Form haben C7= e^^^*^*, wo f*i, . ., f*p ganze Zahlen 

sind. Dann aber hätte man in e~^^^*^^ 0{y^j . ., v^ eine Function, 
die eindeutig und für alle endlichen Werthe der Argumente stetig 
wäre und ausser den Einzelperioden %i das Periodensystem b hätte, 
was nach dem Vorstehenden ausgeschlossen ist. 

Wir beweisen nachträglich den bereits benutzten Satz^): 

(IV) Eine für alle endlichen Werthe der Argumente Vi,.., tjp 
endliche und stetige Function 9{y^y . ., Vp), die für jedes 
Argument einzeln die Periode %i hat, lässt sich immer 
und nur auf eine Art in eine nach ganzen positiven und 

negativen Potenzen der Grossen e "%.., e "' fortschreitende, 
für alle endlichen Werthsysteme von v^, . ., Vp convergente 
Reihe von der Form (9) entwickeln. 

Zum Beweise betrachte man 0(y^y . ., v^ zunächst als Function 
von v^ allein und bezeichne sie in diesem Sinne mit 9^ {v^. Da diese 
Function die Periode ni besitzen soll, so lässt sie sich, und zwar nur 
auf eine Art, in eine nach Potenzen von e^^^ fortschreitende, für alle 
endlichen Werthe von v^ convergente Reihe entwickeln von der 
Form: 

^i(vi)=2^^y^^^^ (^1 cx), .., +oo). (9a) 

n 

1) Hermite 1844 1. c. Thomae, Die allgein. Transform, der Thetafunc- 
tion. Dies. Göttingen 1864. S. 6. 
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Denn setzt man 2t;| <» log ß, so entspricht jedem Wei*th yon z 
eine Reihe von Werthen v^ von der Form v^ + miti^ wo m eine 
ganze Zahl ist. Allen diesen Werthen entspricht nur ein Werth von 
*i (^i)- Daher ist 9^ {v^ eine eindeutige Function von z. Femer 
ist <&i (vj) endlich für alle Werthe von z^ mit Ausnahme von js; = 
und jSf BS cx). Schlägt man daher um den Nullpunkt der jer-Ebene 
einen sehr kleinen und einen sehr grossen Kreis ^ so ist die Function 
<&i(t;i) in dem Ringgebiet zwischen den zwei Kreisen eindeutig und 
stetig und folglich entwickelbar in eine nach ganzen^ positiven und 
negativen Potenzen von z fortschreitende Reihe, die für jeden Punkt 
des Ringgebietes convergirt. Führt man wieder v^ ein statt z^ so 
hat man die obige Entwicklung (9 a). Kehrt man zurück zur Func- 
tion ä^(vi, . ., ijp), so ist der Coefßcient B^^ in (9a) noch Function 
von {y^y . ., Vp) und lässt sich; als Function von v^ betrachtet, die 
nach Voraussetzung die Periode ni besitzt, entwickeln in der Form: 

B,,=^Br,.,i?-^'- (l/, = -CX),..,+ CX)), 
»'s 

wo JBy^,, noch Function von (vs, . ., Vp) ist. Fährt man so fort, so er- 
gibt sich schliesslich für <&(vi, . ., Vp) die Entwicklung (9), in der 
die Coefficieuten JBy^.r von v^, . ., Vp ganz unabhängig sind. (q. e. d.) 
Aus Satz in ist zu sehliessen^), dass die allgemeine, periodische 
Function F(y^y . ., v^ von p Variabein mit mehr als p Perioden- 
systemen nothwendig Stellen v^, . ., Vp im Endlichen hat, in denen 
sie unendlich wird und weiter, dass sie sich darstellen lässt in Bruch- 
form: 

(10) F{y^ , . ., Vp) = $-(^^, . ., ^^) ; 

wo <& und <&i convergente Reihen der Form (9) sind. Die Bedingung 
dafür, dass die Function jF, ausser der Periode %i für jede Variable, 
noch p weitere, simultane Periodensysteme &,* (8) habe, ist 

so dass für Zähler und Nenner in (10) die Functionalgleichungen 
gelten (i = 1, . ., p): 

(11) 0{Vi + &!,-, . ., Vp + bpi) = 0(Vi, . ., Vp) (pi(vi, . ., Vp). 

Da die p Functionen tpi (ohne Constanten zu sein, Satz III) für jede 



1) Weber, 1. c. S. 8 ff. 
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Variable die Periode m haben müssen^ 80 macht man die einfachste^ 
zulässige Annahme^ indem man setzt (i, r =» 1^ • •? j')- 

9i(^u • •; ^/O = Gie >- '* , (12) 

wo die Ci beliebige Constanten und die h\, ganze Zahlen bedeuten. 
Zunächst kann die Determinante der ¥^y also 

J5^-2±W"Ä?, (13) 

nicht verschwinden. Es würden sich nämlich sonst p ganze Zahlen 
n^,..,nj, bestimmen lassen (proportional gewissen Unterdeterminanten 

von K) so, dass ^ni¥ = ist. Bildet man nun hh = ^ fiihhi. 
so würde aus (11) und (12) folgen: 

wo C eine Constante ist. Dies ist aber nach (III) nicht zulässig. 

Diese Bemerkung führt zur Vereinfachung durch Einführung 
neuer Variabein; wir setzen nämlich: 

^¥vr = — mui, ^kl,brh = — mttik, (14) 



wo w — Jf (13) ist und bezeichnen ^{v^, . ., Vp) als Function der «,• 
durch ®(wi, . .,.«ip). 

Die Function ®(Mi, . ., Up) hat wieder für jede einzelne Variable 
Ui die Periode xi. Denn die Auflösung von (14) ergibt, wenn K* 
die ünterdeterminante von ¥ in JST ist, 

t?i = — (Z^^wi -I 1- J^wp); •••; i;p = — (J^p^wi H h-K^w^), 

so dass den Werthen (%, Wj, . ., Mp) •== (sri, 0, . ., 0) die Werthe 
Vi = — Kl^i, . ., v^, = — K^^i entsprechen. Die Function 0(vi, . ., Vp) 
aber bleibt bei Vermehrung der v,- um diese Grössen ungeändert. Die 
Gleichungen (11) gehen femer mit Rücksicht auf (12) und (14) 
über in 

0(wi + auy . ., tip + api) = Ci€r^'*i@(Ui, . ., Up). 

Die ganze Zahl m = K(lS) ist beliebig; wir setzen sie positiv 
voraus, da einer Umkehrung des Zeichens von m nur eine Umkehrung 
der Vorzeichen der tii und der a,* entsprechen würde. Ferner sind die 
Constanten d beliebig, da eine Aenderung derselben mit einer Aende- 
mng der f4i um gewisse additive Constanten gleichbedeutend ist; wir 
setzen unbeschadet der Allgemeinheit C,- = e" "*»"»«. 
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Hiermit ist eine Function @(uif . ., Up) gewonnen^ die sieb in 
der Form darstellt: 



® (wi, . M Up) =2 • -^A-v^ 



%Z^iH 



(16) 



(15) 

(i/i, .., t/p = — oo, .. + cx>), 

und die den beiden Functionalgleicbungen genügt (i, Ä; <= 1^ • -i !>)• 

®(wi, . ., w*, . ., Wp) «« ®(wi, . ., ti* + Ä*, . ., Mp), 

,® (wi, , Up) «= 0(wi + aif, . ., fip + Op.) ^(2«»H-«f). 

Ein solcbe Function beisst eine Tbetafunetion von der Ord- 
nung m mit den Yariabeln oder Argumenten Ui und dem Pe- 
rioden- oder Modul-System %i und a^. Das Letztere ist entbalten 
in dem Scbema: 



(17) 



Es bleiben noeb die Coefficienten A in (15) zu bestimmen, wozu 
die zweite der Gleicbungen (16) dient. Aus ibr ergibt sieb, wenn 
n^y • •; ^p beliebige y ganze Zablen sind^ die allgemeinere Gleicbung 
(i, Ä = 1, . ., jp): 

Wi+^w,ai<,..,Wp+^Wiap<je ^* •* K 

Setzt man in dem Ausdruck der recbten Seite die Beibe (15) ein^ 
so folgt: 

@(Mi,..,t«p) =^"2a,,,.,^ e * 



[«1 


%i 


. 


. 


an «12 


• • öip 


• 





xi . 


. 


a%i aa2 


. . a2p 


Up 





. 


. %i 


ttpi Ops 


• • ^pp 






Andrerseits kann man (15) scbreiben: 

®(t«i, .., Up)=^ • • > -4r,4-mn,..|'^4-»nn^ e * 

Die Yergleicbung beider Beiben gibt für die Coefficienten A die 
Belation: 



(19) 






Es ergeben sieb daber alle Coefßcienten A in (15) aus den- 
jenigen Coefficienten A„^..r , in welchen v^, . ., Vp nur die Zahlen 
0; 1, 2y . ,, m — 1 durchlaufen. Hieraus folgt , dass alle Thetafunc- 
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tionen von der Ordnung m durch höchstens m^ linear unabhängige 
unter ihnen ausdrückbar sind oder dass die allgemeinste solche Tbeta- 
function m^ willkürliche Constanten linear und homogen enthält. Die 
speciellen Thetafiinctionen, auf welche die U]i|tersuchung geführt hat^ 
sind, wenn (i/j, . ., Vp = 0, 1, 2, . . ., w — 1): 

und, wenn m = 1, also v^ . ., Vp = ist, 

^(u,,..,Up)=2j"2j^' • (21) 

Aus der Gleichung (19) ergibt sich noch die wichtige Folgerung, 

dass: 

au = au (i, Z == 1, . ., p) (22) 

sein muss, oder dass das Modulsystem au der Thetafunction nicht 
beliebig ist, sondern eine symmetrische Determinante bildet. 

Denn setzt man in (19) alle n gleich ausser n,* und ein zweites 
mal ausser n^, so ist: 



p — 'l"'i''p 



A _L ^A -^-*>^-»»', 



Setzt man in der ersten Gleichung i/< + w für vi und in der 
zweiten Gleichung Vi -|- m für Vi und wendet jedesmal die andere 
Gleichung an, so erhält man zwei Gleichungen von der Form: 

wo in der ersten Gleichung 

M= 2^(aik + aik) v* + (a« + au) m + 2aum, 

k 

in der zweiten Gleichung 

M= 2^ (aik + aik) v* + (au + aif) m + 2a,-, w, 

woraus durch Vergleichung die Relation (22) folgt. 

Indem wir noch die Convergenz der Thetafunction (s. § 26) vor- 
aussetzen, fassen wir das bisher Gewonnene in dem Satze zu- 
sammen: 

(V) Es gibt Functionen der p Variabein Uif,Upj die charak- 
terisirt sind durch folgende Eigenschaften: 
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1) sie sind eindeutig und für alle endlichen Werthsysteme 
der Ui stetig; 

2) sie genügen den Functionalgleichungen (16) unter der 
Voraussetzung |22) für das Modulsystem a^. 

Diese Functionen heissen Thetafunctionen von der 
Ordnung m und stellen sich analytisch dar durch die un- 
endlichen Reihen (15). Die Coefficienten derselben ge- 
nügen den Bedingungen (19). Die allgemeinste Theta- 
function von der Ordnung m lässt sich linear durch 
höchstens m^ solcher Thetafunctionen ausdrücken. Die 
Quotienten zweier Thetafunctionen von derselben Ord- 
nung sind nach (16) 2|>-fach periodische Functionen der p 
Yariabeln w,-. 

§ 26. Die Thetafanotion erster Ordnnng. 

In § 25 wurde die allgemeine Thetafunction von der Ordnung m 
abgeleitet. Es soll nun die Thetafunction erster Ordnung (w = l) 
genauer untersucht werden^ die für die Lösung des Umkehrproblems 
von besonderer Wichtigkeit ist. Es gibt nur eine solche Thetafunction; 
man erhält aber aus ihr durch geringe Veränderungen weitere Func- 
tionen von ähnlichem Charakter. 

Die Thetafunction erster Ordnung von p Variabein ^) w^, . ., Up 
ist definirt durch die p-fach unendliche Reihe (Gl. 21 § 25); wir 
führen eine abkürzende Schreibweise ein, nämlich: 

(i, Ä = 1, . ., p)] (Wi, . ., W;, = — oo . . + oo), 

wobei a,i = a*,- ist; 

Zunächst ist die Oonvergenz der Reihe (1) zu untersuchen. Be- 
zeichnet man den reellen Theil von an mit a^ky so gilt der Satz^): 

(1) Damit die Reihe (1) für ein endliches Werthsystem der 
Argumente w,, . ., Wp convergire, ist nothwendige und hin- 
reichende Bedingung 

1) dass die Determinante: 

(2) ^ + 0110^2 > -app^O sei , 

1) Für p => 2 zuerst aufgestellt von Bosenhain (1844), Journ. für Math. 
Bd. 40. S. 320. 

2) ßiemann, Ges. W. S. 121. 



(1) 
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2) dass der Ausdruck: 

^ JS<^ikrirk (3) 

I k 

negativ sei für jedes beliebige^ Reelle Zahlensystem 

oder auch; dass sich dieser Ausdruck durch eine Summe 
Ton p negativen Quadraten darstellen lasse. 

Beweis^). Bezeichnet man den reellen Theil von Ui mit u/, so 
ist der Exponent in dem absoluten Betrag des allgemeinen Gliedes 
von (1): 

JS ^aUnifik + 2^niUi\ (4) 

i k i 

Dieser Ausdruck lässt sich als ganze Function zweiten Grades in 
^19 ' •> ^P7 ^6iui die Bedingung (2) erfüllt ist^ bei passender Be- 
stimmung von p reellen Grössen Qi, . ., Qp ersetzen durch: 

JS(^ik {fii + Qi) (w* + Qi). (5) 

ik 

Hierbei wird allerdings zu (4) noch das von den Zahlen n unab- 
Imngige Glied JS ^ ^ikQiQk hinzugefügt, wodurch die Function (1) 

i k 

einen Factor erhält; dieser Factor ist aber von keinem Einfluss auf 
die Convergenz von (1). Der Ausdruck (5) lässt sich weiter, unter 
Voraussetzung von (2), durch eine lineare, orthogonale Substitution 
für die Grössen w,- + Qi überführen in: 

W* (nt + p,.) (Wi + Qk) = 2kl?y (6) 



mit dem Zusätze, dass gleichzeitig 

2(ni + Q,)*=-2V (7) 

wird. Die von den aa abhäi^igen p Coefficienten Xi sind bekanntlich 
alle reell und wegen (2) von verschieden (s. Gl. 8 a). 

Aus dieser Umformung ergibt sich, dass (1. 1. und 2.) nothwendige 
Bedingungen für die Convergenz von (1) sind. Denn soll (1) convergent 
sein, so darf keiner der Ausdrücke (4) oder (5) für reelle Werthe 
von w,- oder »,• + qi zwischen — oo und + oo positiv unendlich wer- 
den; es müssen also in (6) die A» sämmtlich negativ sein. Die Be- 
dingungen (L 1. und 2.) sind aber auch hinreichend für die Convergenz 



1) Nach Vorlesungen von Herrn Weierstrass. Einen anderen Beweis gibt 
Biemann, Ges. W. S. 452. 
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von (1). Ist nämlich von den p negativen A,- der absolut kleinste 
Werth = Aq, so ist nach (6) und (7): 

^alk{ni + Qi) (fik + Qk) < K2%? oder < X^^irti + q^^ 

ik i i 

und folglich ist der absolute Werth der Reihe (1)^ wenn man den 
oben erwähnten Factor hinzufügt^ kleiner als: 



(8) 



V 



.V 



eio(».+9i)' >'c^{«.+eJ*. . > V»("p+Pp) 



. V 



(wj, • •, np = — oo • • + (»). 



Hieraus aber folgt, dass die Function (1) absolut convergent ist, 
da in (8) bei negativem Werth von Aq jeder der p Factoren einzeln 
convergirt. Denn in dem i*®** Factor in (8) ist, wenn man den von 
fU unabhängigen Factor c^^i* bei Seite lässt, die n»** Wurzel des tii^^ 
Gliedes 

ein Werth, der sich bei negativem Xq mit unbegrenzt wachsendem n,- 
der Grenze nähert, (q. e. d.) 

Die Bedingung, dass die p Grössen A,- sämmtlich negativ seien, 
lässt sich leicht auf die reellen Theile a/k der Thetamoduln a» über- 
tragen. Die Xi sind bekanntlich die Wurzeln der Gleichung in X: 



(8 a) 



an 
(ht 



r w 

022 ^ • • ö|)2 



a'pp — A 



0. 



(l\p (Hp • 

Setzt man diese Gleichung in die Form: 

(8b) A^ + -4iA^-i H h Ap^xX + ^^ = 

und wendet den Satz an, dass eine Gleichung mit reellen Wurzeln 
soviel negative Wurzeln besitzt, als ihre Coefficienten Zeichenfolgen 
haben, so geht die Bedingung, dass die p Wurzeln A,- negativ seien, 
über in die Bedingung, dass die p Coefficienten -4^, .., -4p in (8b) 
sämmtlich positiv sind, da der Coefficient von Ap positiv (= 1) ist. 

Wir stellen die Eigenschaften der Thetafanction 1. Ordnung 
-0'(mi, . ., Wp) = "ö-fw)) (1) nochmals kurz zusammen'). 



1) Eiemann, Ges. W. S. 121. 
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1) Die Function ^(u^, . ., Up) ist eindeutig und für alle endlichen 
Werthsysteme u^y . .^ Up stetig; sie lässt sich daher in eine ab- 
solut convergente, nach ganzen, positiven Potenzen von Wj, . ., Up 
fortschreitende Reihe entwickeln von der Form: 

nti w»p (9) 

(m„ •., «ip = 0, 1, ••, +oo), 

wobei die OoefScienten Cmi-m„ selber p-fach unendliche Summen 
sind; die man aus (1) durch Entwicklung der Exponential- 
functionen in Potenzreihen nach den u^^ . .^ Up gewinnt. 

2) Die Function ^(u^, . .^ Up) hat gewisse periodische Eigen- 
schaften, die ausgedrückt sind durch die beiden Functional- 
gleichungen (16) § 25, nämlich: 

^(fh, , Up) = d'{ui + auy . ., Up + api) e^'^i 

Die Gleichungen (10) kann man verallgemeinem. Man bilde 
aus dem Schema der Perioden (17) § 25 mit Hülfe von ganz- 
zahligen Factoren g{ und gt (i »» 1, . ., p) die allgemeinen 
Periodensysteme der Function d-y nämlich: 

öl = gin:i + ^giUii, , G> = gpxi + ^Qi^pi- (H) 

i i 

Dann folgt aus den Gleichungen (10): 

^(m„ . ., Up) = ^(u, + G,, ..,up + Gp) e^, (12) 



+.„.)w 



wo 



<? = 2 ^gtUi + ^Oijtgigk + 2 f ä 2gig{y (12 a) 

i ik i 

wie man leicht aus der Gestalt des Exponenten des all- 
gemeinen Gliedes der rechten Seite in (12) ersieht, wenn man 

•^ (**i + ö^i ; • • > *fp + Öjb) nach (1) durch eine unendliche Reihe 
ersetzt. 

3) Die Function d'(ui, . ., Up) ist eine gerade Function oder 
es ist 

^(— ^u ' •; — Wp) = ^(wi, • •, Up), (13) 

Denn die Reihe (1) bleibt ungeändert, wenn man sämmtliche n,- 
durch — fii ersetzt. Dies ist aber gleichbedeutend mit der Ver- 
tauschung eines jeden w,- mit — w,-. Aus (13) folgt: 
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Die ersten partiellen Ableitungen der Function -©"(wi, . ., tfp) 
nach den t«j sind also ungrade Functionen. Dieselben müssen 
für die NuUwerthe der Argumente, d. h. für das Werthsystem 
(ui, . ., Wp == 0, . ., 0), da sie nicht oo werden, verschwinden. 

4) Die Function •9'(wi, . ., Wp) "= ^M S^^^S^f wie sich unmittelbar 
durch Differentiation ergibt, dem System von partiellen Diffe- 
rentialgleichungen : 

Schreibt man diese Gleichungen: 

^ da., ~ du^' "^L du^ }' 

2 dlog&(u} ^ aMog^W , dlogQ'ju} d\og»iu} 
da.^ du^duj^ '" du. duj^ ' 

so erhält man, wenn die Argumente u» sämmtlich verschwinden 
und '9'(0, , ., 0) = -0" gesetzt wird, mit Rücksicht auf die obige 
Bemerkung zu Gl. (14): 

5) Eine Function /"(«i, . ., **p)? <üe eindeutig und für alle endlichen 
Werthsysteme Wj, . ., % stetig ist und den Functionalgleichungen 
(10) genügt, ist mit der Function ^{u^y . ., tfp) bis auf einen 
von den Ui unabhängigen Factor A identisch, wie in § 25 ge- 
zeigt wurde. Soll die Function f{u^, - -9 ^p) *^ch noch den 
Differentialgleichungen (15) genügen, so ist der Factor Ä auch 
noch von den Grössen a»« unabhängig, wie leicht zu sehen. 

Umgekehrt lassen sich die Gleichungen (10), wenn die Func- 
tion •9'(wi, . ., Up) auf anderem Wege gewonnen ist, leicht veri- 
ficiren, indem man den Exponenten des allgemeinen Gliedes auf 
den beiden Seiten dieser Gleichungen vergleicht. 



Wir verallgemeinem nun die Thetafunction erster Ordnung in 
folgender Weise. Der Ausdruck (12) stellt, so lange man unter gi 
und g/ ganze Zahlen versteht, nichts anderes dar, als die Function 
'9'(wi, . ., t*p); unter dieser Voraussetzung kann man auch die Grössen 
gij g{ ersetzen durch — ^f,-, — g/. 

Wir nehmen nun für ^,-, g/ beliebige Zahlen, nennen den 
Grössencomplex: 
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G:-::a-&] (") 

eine Charakteristik^)^ bilden ein zi^ehöriges Grössensystem von 
derselben Form wie (11) (i= 1, . ., p): 

i i 

und definiren als Thetafunction mit der Charakteristik (17) 
den Ausdruck 

*G']w=*E;'::;^](»i, ••,«.) a») 

= d'{u— 6])e • «* • (20j 



»i-«p 



In dieser Form ist auch die Function ^{u^^ . .; Up) enthalten; sie 
hat die Charakteristik 0^ d. h. eine Charakteristik; deren Elemente 
gi, gl sämmtlich = sind. 

Für die Thetafunction mit Charakteristik (19) gelten nun ähn- 
liche Sätze y wie für die ursprüngliche Function ^{u^y . .; Mp); sie ist 
ebenfalls für alle endlichen Werthe der Variabein tt^, . ., Up endlich 
und stetig und genügt ebenfalls den Differentialgleichungen (15). Die 
Function (19) ändert sich nach (20) nicht, wenn man gleichzeitig 
t/.-, giy gl durch — u^, — giy — g{ ersetzt. Femer gilt Folgendes: 

1) Es ist 

*&::f' ::aM -*&.•: :aw 
*G:-:.1;±i::glw-»G;-:;a'"»'*""") 

und folglich allgemein^ wenn g«-; g/ (i => 1, . ., p) ganze Zahlen 
sind und wenn die abkürzende Schreibweise (19) benutzt wird: 

Die erste Gleichung (22) folgt daraus, dass die Substitution 
^, + 1 für gi gleichbedeutend ist mit der Substitution w,- + 1 
für «,-, wodurch (21) nicht geändert wird. Die zweite Gleichung 
(22) folgt aus (21), indem man 5^/+ 1 für g( setzt. 



(22) 



1) Die Thetacharakteristiken f ür j) = 2 sind eingeführt von Hermite, 
Comptes rendus. T. 40. S. 308 (1855). 

Stfthl, Abel'iche Functionen, 14 
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2) Sind hi, h{ (i = 1, . ., p) beliebige Zahlen und H^, . ., Hp das 
zugehörige^ den Ausdrücken (18) analog gebildete Grossensjstem^ 
so gilt die Gleichung: 

(24) *g,] C« ± fij = * \^% J«] W ^^>^, 

wo 
(24a) {H,G) = + 22htUi-2 Oikhh - 2»« 2hiM + gl), 

i ik i 

die eine Verallgemeinerung von (20) darstellt und in diesen Aus- 
druck übergeht^ wenn man alle gi, gl gleich setzt. 

In der That, der Exponent des allgemeinen Gliedes der Theta- 
function auf der linken Seite in (24) ist nach (21): 

I^a.* (w.- — gl) (njb — gk) + 2 ^aik («» — gl) h 
ik 
+ 2^(ni — gl) (Ui + hlTtt) — 2in:^(ni — gl)gi] 
i i 

dagegen ist der Exponent dös allgemeinen Gliedes von -ö* y, J , ,1 ([wj) 
nach (21) gleich demselben Ausdruck (25), vermehrt um: 

+ 2 ^hiUi + ^aikhihk + 2ijt ^h (hl + gl) , 

i ik i 

womit (24) bewiesen ist. 

Setzt man in (24) alle Zahlen h^ K gleich 0, einmal mit der 
Ausnahme, dass %ik «» 1, das andere mal mit der Ausnahme, dass 
hk = 1, und berücksichtigt die Gleichungen (22), so folgt: 

1 » g'] («1 ,..,«*+ «*, . •, wp) •= * U] C4 «+ ""'* 

Gleichungen, die eine Verallgemeinerung von (10) bilden. 

Dies sind die wichtigsten Eigenschaften der Function (19). Um- 
gekehrt beweist man ebenso wie in § 25 den Satz: 

(II) Genügt eine für alle endlichen Werthsysteme der 
Variabein «i, . ., Up eindeutige und stetige Function den 
Gleichungen (26), so kann sich diese Function von (19) 
nur um einen von den Ui unabhängigen Factor unter- 
scheiden. Genügt die Function auch noch den Differen- 
tialgleichungen (15), so ist dieser Factor auch unabhängig 
von den Moduln aa. 
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Die auf der rechten Seite in (24) auftretende Charakteristik 
p,]|[,.1 heisst die Summe der Charakteristiken ["^1 und L,!; es ist 



also 



ß;-::a±ß'::J:]-ß;'lt;:g^;j]- (''>" 



Wir specialisiren jetzt die Charakteristik (17); indem wir an 
Stelle der beliebigen Grossen gty g{ rationale Zahlen mit dem ge- 
meinsamen Nenner, m setzen. Solehe Charakteristiken heissen m- 

theiliire Charakteristiken. Wir setzen also a- == — , o/=» — , wo 

Hi und fi/ ganze Zahlen sind, und bezeichnen die zugehörige^ m-theilige 
Charakteristik, indem wir den Nenner unterdrücken^ abgekürzt durch: 

und das zugehörige, m-theilige Periodensystem durch: 

-l^ZL.jti + - ^aaiii. (29) 

Dann ist die Thetafunction mit der m-theiligen Charakteristik 
ft definirt durch: 

^44 = C.^((u--^))6 ' , (30) 

wo C eine aus (20) sich ergebende, von den Ui unabhängige Constante 
ist. Da sich diese Function (30) nach (26) oder (24) in ganz be- 
stimmter Weise ändert, wenn die Variabeln Ui um ganzzahlige 
Periodensysteme wachsen, so erhält man alle wesentlich verschie- 
denen Thetafanctionen mit m-theiliger Charakteristik, wenn man den 
Elementen ft»-, ft/ der Charakteristik ft in (30) auf alle möglichen 
Arten die ganzen Zahlenwerthe 0, 1, . ., m — 1 beilegt. 

Von besonderem Interesse und besonderen Eigenschaften sind die 
Thetafunctionen mit zweitheiliger Charakteristik. Wir ent- 
wickeln die Formeln für diese etwas ausführlicher. Für m = 2 genügt 
es, den Elementen fi,-, ft/ der Charakteristik ft die Werthe und 1 
zu geben. Alle anderen Fälle, wo ft,-, /it/ beliebige ganze Zahlen sind, 
werden auf diese Fälle zurückgeführt durch die aus (22) und (23) 
folgenden Formeln: 
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*K-::'/±«::'ilw-(->>^*C:;-::!:il««»' 

WO 1/j, f// ebenfalls ganze Zahlen sind. Die auf der linken Seite in 

(32) auftretende Charakteristik ist die Summe der zwei Charakteri- 
stiken fi und 2Vf die wir auch bezeichnen durch [ivv. Dann lautet 
die Gleichung (32) in abgekürzter Schreibweise: 

(33) »^., W = (- IF^^ -^A* W- 

Hieraus folgt^ wenn man statt ft und v bez. fi — X und l setzt, 

(34) »^+x iu} - (- l)£^-(M-i) »^_, lul 
und für fi =s 0: 

(35) *_i W = (- 1)2?"' »X W- 

Die Thetafanction mit der zweitheiligen Charakteristik (i ist nach 

(20), (21) und (35), wenn gi = ^, g{^ ^ und 

(36) A{* = [li'Tei + ^Oik ^* (t = 1, . ., !>) 
gesetzt wird, definirt durch: 



(37) 






«1 • • »p 

Femer folgt aus (26): 

und allgemein aus (24), bei Vermehrung der Argumente Ui um ein 
ganzes Periodensystem (in (39) und (40) sind X{, X{ ganze Zahlen): 

(39) ^f.iu + A')) = »^iule ' •* 



(38) "^^ ' 



§ 26. Die Thetafonctdou erster Ordnung. 213 

und bei Vermehrung der Argumente um ein halbes Periodensystem: 

«•4(« + ^A^)) = «-x+4«|e ' ** ' . (40) 

Endlich erhält man aus (35), da man gleichzeitig die Vorzeichen 
der Ui und der A,-, A/ umkehren kann, 

»X i- ^} = (- 1)^"' »^ W- (41) 

Dies gibt den Satz: 

(III) Die Function ^xiu} mit der zweitheiligen Charakte- 
ristik X ist eine gerade oder ungrade Function der Argu- 
mente Uiy je nachdem: 

^XiX{= oder = 1 (mod 2). (42) 

i 

Man nennt hiernach die Charakteristik X selber im ersten 
Fall gerade, im zweiten ungrade. 

Umgekehrt gilt der Satz^): 

(IV) Die Thetafunctionen mit zweitheiligen Charakteri- 
stiken sind die einzigen Thetafunctionen, die entweder 
gerade oder ungrade sind. 

Zum Beweise sei Voraussetzung, dass die Function (19) den Be- 
dingungen genüge 

*|]']C-«I = **E']W, wo*=. + l. (43) 

Nimmt man nun in (24) fär h, h' ganze Zahlen, wählt das untere 
Zeichen und vertauscht w mit — w, so folgt wegen (23) und (43), 
indem sich Tc weghebt, 

*[J]C« + fl) = *U]He^, (44) 

WO 

M= — 2^hiUi — 2 ^aikhihk — 2iit2{higi — gihl). 

i ik i 

Andrerseits folgt aus (24), wenn man das obere Zeichen wählt und 
(23) berücksichtigt, eine Gleichung von derselben Form (44) mit dem 
Unterschiede, dass 

M= — 2 ^hiUi — 2^aikhihk + 2ijt^(hig{ — gih/). 

i ik i 



1) Weierstrass, s. Schottky, Abriss einer Theorie der Aberschen Func- 
tionen von drei Yariabeln. Leipzig 1880. S. 9. 
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Die Yergleichung zeigt^ dass für alle ganzzahligen Werthe h^ Tii der 
Ausdruck 2^(hig{ — gth/) gleich einer ganzen Zahl sein muss^ oder 

i 

dass die Grössen Qu • -y gp\ g^^ - -f 9p die Hälften ganzer Zahlen sein 
müssen, (q. e. d.) 

Aus (42) ergeben sich zugleich die Werthe der Variabein Ui,..,tfp, 
für welche die Function ^xiu} mit der zweitheiligen Charakteristik X 
verschwindet. Zunächst muss jede ungrade Function ^xiu} für die 
NuUwerthe der Argumente, d. h. für (u,, . ., Up) = (0, . ., 0), da sie 
für dieselben nicht unendlich wird, verschwinden. Es ist also nach 

(42) »x(0, .., 0) = 0, sobald ^AA'=1 (mod 2). Daher folgt aus 
(37), indem man die Ui^^O setzt, dass •& {u} »s ^^ ^u} = ist für 
alle Werthsysteme der Form: 

Ui =s - Xi'm + 2 -Ä ^** ^*i wenn ^ A,- 1/ ^ 1 (mod 2), 

und hiemach aus (40), wenn man darin X mit fi vertauscht und die 
Ui = setzt, dass ^xif^}^=0 ist für alle Werthsysteme der Form: 

Ui = ö C'i^i + 2 ^(hkfik, wenn ^(A< + ft,) (A/+ ft/) = 1 (mod 2). 

Daher der Satz: 

(V) Die Function -^oC^ii • •; ^p) verschwindet für jedes halbe 
Periodensystem, welchem eine ungrade Charakteristik 
entspricht, und allgemein: die Function d'x(u^^ . ., Up) ver- 
schwindet für diejenigen halben Periodensysteme, deren 
Charakteristiken ft mit der Charakteristik X eine ungrade 
Charakteristik zur Summe haben. 

Nach den Gleichungen (31) oder (32) erhält man alle wesent- 
lich verschiedenen, zweitheiligen Charakteristiken ^, indem 
man den Zahlen fi,-, ft/ auf alle Arten die Werthe und 1 gibt. Die 
Gesammtzahl dieser Charakteristiken, sowie die der geraden und un- 
graden unter ihnen wird angegeben durch den Satz^): 

(VI) Die Anzahl der sämmtlichen, zur Zahl p gehörigen, 
zweitheiligen Charakteristiken ist «: 2^^; die Zahl der 
geraden ist gp = 2^~^ (2^ + 1), die Zahl der ungraden ist 
Up ^ 2p-^ (2P — 1). 



1) Biemann, s. Boch, Joum. für Math. Bd. 66, S. 103 und Biemann, 
Ges. W. S. 468. 
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Beweis. Die Anzahl aller zweitheiligen Charakteristiken ist die 
Zahl der Variationen der zwei Elemente und 1 zur 2p*^^ Klasse 
mit Wiederholung, also «» 2^^. Um die Zahl gp der geraden und Up 
der ungraden Charakteristiken zu bestimmen, denke man sich die 
zur Zahl p gehörigen Charakteristiken gebildet aus den zur Zahl 
p — 1 gehörigen Charakteristiken: 

[l''.'.^,zi\ ^"*^ ^™'**^ ^^''^ o> V i> 1* 

Man erhält so vier Typen von Charakteristiken, die zur Zahl p 
gehören, nämUch: 

[x'o]' [ri]' [x'o]' [ri]' 

Nun ist jede Charakteristik der drei ersten Typen gerade oder 
ungrade, je nachdem die Charakteristik A, aus der sie hervorging, 
gerade oder ungrade war. Dagegen ist jede Charakteristik vom 
vierten Typus gerade oder ungrade, je nachdem A ungrade oder 
gerade war. Daher enthalten von den vier zu den obigen Typen 
gehörigen Gruppen die drei ersten je gp~^i gerade und Up^i ungrade 
Charakteristiken, die vierte Gruppe aber Up^i gerade und ^p—i un- 
grade Charakteristiken. Dies gibt die Gleichungen: 

9p = 3gp-i + ifp-i, Up = 3tip-.i + gp-i, 
woraus 

9p + ^p^ 4(5fp«i + Up-i), gp — Up — 2(^,-1 — Wp-i) 

und durch Wiederholung des Processes 

9p + ^p = 4^-i(^, + u,) = 4:P, gp-^up^ 2P-\g, — u,) = 2^, 

also 

g^ = 2p-^(2p + 1) , Up — 2^-* (2P — 1). (q. e. d) 



Wir kehren nochmals zurück zu den Thetafunctionen der 
Ordnung nt, die durch die Functionalgleichungen (16) § 25 definirt 
waren und fähren historisch noch Folgendes an^). Man kann auch 
diese Functionen durch Zufiigung von Charakteristiken, gebildet aus 
2p beliebigen Zahlen gt und g/, verallgemeinem und sagen: 

Eine Thetafonction von der Ordnung m und der Charakteristik g 



1) Thomas, DIbs. Göttingen. 1864. S. 10. 
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ist definirt durch die Bedingungen: 

1) dass sie für alle endlichen Werthsysteme von Uj, . ., Up ein- 
deutig und stetig sei, 

2) dass sie den Gleichungen genüge: 

F(wi, . ., Uk + ni, . ., Up) = JP(«i, . ., Up) e-»*»>*, 

F(wi + au, ..•, Up + apk)=F{ui,..,Up) c+«»^rfe-»»(»«*+«**)- 

Für Thetafunctionen von derselben Ordnung m und derselben 
Charakteristik g gilt ebenfalls der Satz (Y) § 25, dass sie sich durch 
höchstens m^ linear unabhängige unter ihnen ausdrücken lassen. 
Femer der Satz, dass man stets Thetafunctionen der Ordnung m mit 
beliebiger Charakteristik aus solchen der ersten Ordnung bilden kann. 
So ist z. B. das Product von m Thetafunctionen erster Ordnung 

*[a']W*ß']W...^[v]W 

eine Thetafunction von der Ordnung m und der Charakteristik g, wenn 
(i=l, ..,!>): 

«< + &* + — h ^» = 9i } ^'i + &/+•• + V= gl 

gesetzt wird. Die allgemeine Thetafunction der Ordnung m mit Cha- 
rakteristik lässt sich stets als ganze, homogene Function des m^° 
Orades in Thetafunctionen erster Ordnung darstellen. 

Unter den Charakteristiken sind wieder die zweitheiligen, deren 
Elemente rationale Brüche mit dem Nenner 2 sind, für die also 

^,«=»sA,-, gi = ä^i (^j V ganze Zahlen), von besonderem Interesse. 

Auch hier sind die zugehörigen Thetafunctionen von der Ordnung m 
entweder gerade oder ungrade. Nur ist zu bemerken, dass &xl[u} 
nicht immer dann eine gerade (oder ungrade) Function ist, wenn X 
nach der früheren Definition eine gerade (oder ungrade) Charakte- 
ristik ist, d. h. wenn ^ kk'^ (oder ^ 1) (mod 2). 

Für die Thetafunction @2|[u)) von der Ordnung m und der zwei- 
theiligen Charakteristik X gilt nicht mehr der obige Satz, d. h. die 
Anzahl der linear unabhängigen Functionen dieser Art ist nicht mehr 
= w^. Es tritt hier eine Beduction ein, die verschieden ist, je nach- 
dem m eine gerade oder ungrade Zahl, X eine gerade oder ungrade 
Charakteristik und ®x^u)j eine gerade oder ungrade Function ist. 
Es gilt nämlich der Satz^): 



1) WeierstrasB, s. Schottky 1. c. S. 11. 
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(VII) Die Zahl A der linear unabhängigen Thetafunctionen 
von der Ordnung m und der zweitheiligen Charakteristik 
A ist: 

A = — ^ — oder — , wenn m gerade; A = 0, 

„ m gerade; X^O, 



2 


vucx 


2 


A--: 


)> 


2 ' 


Ä -'+• 


7} 


wP— 1 
2 ^ 


,_«'-! 




m^H- 1 
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>^ Q ? >? 



m ungrade; X gerade^ 
m ungrade; X ungrade. 



Hierbei gilt stets der vordere Werth von Ay wenn &x eine 
gerade, der hintere Werth, wenn ®i eine ungrade Func- 
tion ist. 

§ 27. Die NnUpunkte der Function »{u — e)y) 

In § 26 wurde die Thetafunction erster Ordnung von p Variabein 
definirt durch den Ausdruck: 

^{u,, ,,,u^)^2j"2j'^ • (1) 

mit den Bedingungen, dass a,* = «*,-, dass ^ + anaii • . Opp^O 
und dass ^aanifik für alle reellen, Werthe w,-, w* negativ sei. 

ik 

Unter diesen drei Voraussetzungen ist die Beihe (1) convergent 
und die Function d' für alle endlichen Werthsysteme der Variabein 
Ui, . ., Up stetig. Femer gelten die periodischen Eigenschaften: 

d'(ui + an, • . ., Wp + üpk) = -ö-K, . ., Up) er^^k-^kk. 

Um die Verwendung der Thetafunction zur Lösung des Umkehr- 
problems vorzubereiten, soll jetzt die Function (1) in Verbindung 
gesetzt werden mit den Integralen 1. Gattung. Sei JP(a;, y) == die 
frühere, algebraische Gleichung vom Grade n und vom Geschlecht p, T 
die Verzweigungsfläche der Function y und a,-, 6,-, d (i = 1, . .,|)) die 
Querschnitte, die T in eine einfach zusammenhängende Fläche T' ver- 
wandeln (§ 2). 



(2) 



1) Riemann, Ges. W. S. 122 ff. 
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Man substituire alsdann in die Function (1): 

erstens für die Yariabeln u^^ . ., Up die p Normalintegrale 
1. Gattung (§ 15), nämlich 

X X 

du. 



(3) ^1 ■= / ^^; • • •; tfp = / ö 



*P} 



alle diese Integrale genommen in der Fläche T von demselben 
festen, unteren Grenzpunkte (a, ß) ^=^ a bis zu demselben yaria- 
beln, oberen Grenzpunkte {x, y) '^ x auf dem nämlichen Integra- 
tionsw^; 

zweitens für das System aik der Thetamoduln das System 
der Periodicitätsmoduln der Integrale 1. Gattung (3), nämlich für 
aik den Periodicitätsmodul des Integrals Ui am Querschnitt bk der 
Flache T (S. 121). 

Dass diese Substitution möglich ist, ergibt sich daraus, dass 
durch sie die für die Existenz der Thetafiinction (1) nothwendigen, 
oben genannten drei Bedingungen erfüllt sind nach den Sätzen XIII, 
XIV, XV § 15. Wir setzen indess in (1) nicht die Integrale (3) 
selber ein, sondern fügen noch beliebige Constante 6|, . ., ep hinzu; 
wir benutzen femer an Stelle der Integrale (3) wieder die Buchstaben 
^i; • -9 ^P' ^^^ erhält so die Function 

(4) ^K-Ci, .., up — ep) = »iu — e}, 

welche nunmehr nur abhängt von einer Variabein, nämlich von den 
durch F(Xy y) = verbundenen Coordinaten (rc, y) des Punktes x. 

Die nächste und wichtigste Aufgabe ist die Bestimmung der 
Zahl und Lage der Nullpunkte der Function (4) in der Ver- 
zweigungsfläche T. Der Lösung schicken wir eine Betrachtung 
voraus, die auch anderwärts zur Verwendung kommt. (Vgl. Fig. 8. 
S. 104.) 

Die Function (4) von o; ist in T allenthalben eindeutig und end- 
lich, da die Integrale Ui in T nicht unendlich werden; sie ist femer 
stetig mit Ausnahme der Querschnitte o^, bi, Ci] es sind die Werth- 
änderungen der Function (4) an diesen Querschnitten zu ermitteln. 
Bezeichnet man wie früher (§ 14. S. 104) durch w+ und w~ die 
Werthe des Integrals Uh und entsprechend durch 

(5) ^ = ^(u+-e^,..,w+-ep), ^ = ^(w- - ß^, . .,m- - c^) 

die Werthe der Function (4) in gegenüberliegenden Punkten auf der 
+ und — Seite eines Querschnittes, so ist nach (11) § 15 und wegen 
der Gleichungen (2) an 
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Ci: uf'^fs^ (Ä«l,.<.,2>) also -9^- = ^ 

6- ^ = a- e-K^*— 0, (6a) 

wenn man zur Abkürzung das arithmetische Mittel von uf" und wr 
am Querschnitt ht mit ü»- bezeichnet, so dass: 

ü, = I («+ + «r) - 1 (2«r + «.0- (7) 

Man hat so den Satz: 

(I) Die Function (4) ist in T allenthalben stetig mit Aus- 
nahme der Querschnitte biy an welchen der Quotient 
d^:d^ gleich der längs des Querschnittes stetig ver- 
änderlichen Grosse 

ist. 

Wir sagen auch: die Function ^{u} nimmt Factoren an, wenn 
der Punkt x einen Querschnitt von der + zur — Seite überschreitet 
oder wenn die p Integrale Uh gleichzeitig um ein zusammengehöriges 
System von Periodicitätsmoduln wachsen. Diese Factoren sind an 
den Querschnitten d und üi gleich 1, an hi gleich der Grösse (8). 

Die Frage nach der Zahl und Lage der Nullpunkte der Function 
(4) in T wird gelöst durch eine allgemeine Methode von Cauchy, die^ 
für den vorliegenden Fall specialisirt^ so lautet: 

Ist A' ein einfach zusammenhängender Theil einer über der 
a;-Ebene mehrfach ausgebreiteten Fläche und ist f(x) eine Function 
von X, die in A' eindeutig und stetig ist und <» 0^ wird in einer 
endlichen Zahl N von Punkten, ist femer X{x) eine beliebige, in A' 
eindeutige und stetige Function, so hat man die N Nullpunkte von 
f(x) durch kleine Kreise auszuschneiden, die so durchlöcherte Fläche 
A' durch Querschnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche A" 
zu verwandeln und die Gleichungen anzusetzen: 

Jd log f{x) - 0, Jx {x) d log f{x) = -^log fix) dX(x) = 0, (9) 

wo die Integrale der linken Seiten in positiver Richtung (d. h. so 
dass die Fläche zur Linken liegt) über die sämmtlichen Grenzcurven 
von A' auszudehnen sind. Die erste der Gleichungen (9) führt dann 
auf die Zahl N der 0^ Punkte von f(x) in A\ die zweite auf eine 
Beziehung zwischen den Ooordinaten dieser N Punkte. 
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Um diesen Satz auf die Function (4) anzuwenden^ mache man 
die Voraussetzung; die Grössen e^, • ., €p seien so beschaffen, dass 
die Function d'^u — e^ nicht identisch, d. h. nicht für jeden Punkt 
(x, y) in T verschwindet. Man hat dann für f{pc) die Function 
^ f u — e)jy für A' die einfach zusammenhangende Fläche T' zu nehmen^ 
ferner die 0^ Punkte x^, a?,, . ., Xif von %'i[u — cj in T' durch kleine 
Kreise auszuschneiden und diese durchlöcherten Stellen durch Quer- 
schnitte Si^ Sg, . ., Sj7 mit den ursprünglichen Grenzcurven o,-^ hi^ Ci 
von T' zu verbinden. Das letztere möge so geschehen, dass man den 
gemeinsamen Punkt der Querschnitte d (Fig. 8. S. 104) in den Anfangs- 
punkt tt der Integrale (3) verlegt und von demselben Punkt aus nach 
den N Punkten x^y ..^ Xk die Querschnitte Sj, . ., ^n zieht so^ dass 
sie die früheren Querschnitte a,-, hiy Ct nicht schneiden. Die von den 
Schnitten a,-, bif Ciy &v begrenzte einfach zusammenhängende Fläche 
sei mit T" und die + und — Seiten dieser Querschnitte wie in 
Fig. 8 bezeichnet 

Die erste Gleichung (9) lautet nun: 

(10) fdlogd'lu — €} = oder /(dlog -^ — dlog 0^) = 0. 

Das Integral in der ersten Gleichung ist in positiver Richtung über 
die ganze Begrenzung von T" zu erstrecken. Es kann ersetzt werden 
durch das Integral der zweiten Gleichung, in welchem ausser den 
kleinen Kreisen jede der Grenzcurven a<, 6^, d, Sy von T" nur noch 
auf der -{- Seite im Sinne der Pfeile zu durchlaufen ist, was durch 
die Zufügung von -{- am Integralzeichen angedeutet sei. 

Die Unstetigkeiten oder Werthdifferenzen der Function log •& an 
den Querschnitten 2^ und o»-, &<, Ci sind nach (6), da jetzt wegen des 
Logarithmus ganzzahlige Vielfache von 2ix zuzufügen sind: 

2v : log -9+ — log d^ = 2iÄ, 
d : log ^ — log d^ = n2iÄ, 
üi : log ^+ — log -0^ «= Qi^iny 
bi : log ^+ — log d^ = — 2(üi — ei) — gl2in\ 

die ganzen Zahlen riy gi, 9/, die von der Anordnung des Querschnitt- 
Systems abhängen, sind vorläufig noch ganz unbestimmt. 

Hiemach ist der Beitrag zu dem Integral (10) für die Schnitte 
Sy, Ci und Oi gleich 0; dagegen ist der Beitrag für 

+ r 

bn j {d\ogd^ — d log d-) = — 2Jdüi = 2m 



(11) 
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und folglich der Gesammtbeitrag 

für die p Querschnitte 6,- : p2i7C. (12) 

+ 
Denn das Integral / düi, längs der -{- Seite des Querschnittes h im 

Sinn der Pfeile genommen^ ist gleich der Differenz der Werthe, die 
üi auf der — und der + Seite von üi besitzt. Nun ist w< «= ö (!^t H" ^T)f 

die Zeichen + und — bezogen auf die beiden Seiten von 6,-. Für ti+ 
aber, wie für tfr ist nach (6) die Differenz zwischen den beiden 
Werthen auf der — und der + Seite von a,- gleich — äi. Daher 
hat man den Werth (12). Zugleich folgt, was wir später benutzen, 

dass das Integral /e? log ^|u — e% genommen um ein einzelnes Quer- 
schnittpaar tti, hi gleich 4~ 2iXy dass also längs des Schnittes 
Cii log d^ — log ^^= + 2iÄ oder dass die ganzen Zahlen r^ in (11) 
bei unserer Anordnung = 1 sind. 

Endlich ist der Beitrag des kleinen Kreises um den Punkt Xv zu 
dem Integral gleich — 2ijc und für die ^Punkte Xr gleich — N2i7t. 
Fasst man dies zusammen, so fuhrt die Gleichung (10) auf 2i3r(|>— -^)=0, 
woraus N=p, Dies gibt den Satz: 

Die Function (4) ^^u — e} besitzt in der Verzweigungs- 
fläche T genau p Nullpunkte a?j, . ., Xp] 

oder 

(II) Sind ^1, ..,ep ganz beliebige Grossen, nur so beschaffen, 
dass d'^u — cj) als Function von x nicht identisch verschwin- 
det, so wird diese Function stets =0^ in p Punkten der 
Fläche T oder der Curve F(Xy y) = 0. 

Um die zweite Gleichung (9) zu berechnen, nehme man far die 
Function f{x) wieder d'i[u — c), für X(x) ein Normalintegral 1. Gat- 
tung, etwa Uh, und bezeichne durch tij den Werth von w* im Punkte Xi 
und durch a* den Werth von Uh im Punkte p,- (Fig. 8), in welchem 
das Querschnittpaar a^, bi sich kreuzt oder d beginnt. Dann ist 

u\^Jdun, cc[^J'du,, (13) 



a 



wenn das erste Integral längs £,-, das zweite längs c,- genommen wird. 
Die zweite Gleichung (9) lautet nun: 

+ 

/ log d'lu — e} dun = oder / (log ^+ — log 0^-) duk = 0, (14) 
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WO in der letzten Qleichung das Integral, längs der kleinen Kreise 
um die Punkte a?f, ausserdem nur noch auf der + Seite der Quer- 
schnitte üi, hiy c-, SJi 0=1; ' ^j P) <1®^ Fläche T" im Sinne der 
Pfeile zu nehmen ist. Als Beiträge der einzelnen Schnitte zu dem 
Integral (14) erhält man nach (11); da nach der obigen Bemerkung 
ri = 1 ist, 



(15) 



/ 



S, : + 2inJduH = + 2»««*/) 

a 
a 

Cii + 2ix j dUk «=» — 2ixa[, 



üi 



a<: 2ingi j dUk = 2ingiaih, 



+ 



+ 



6,-: — 2 / Uiduk + 2{ei — giici) j duh. 



In dem Ausdruck fdr bi ist das erste Integral schwer auszuwerthen; 
das zweite dagegen wird oder — jri, je nachdem i^h oder i = h 
ist. Bei der Summation der Werthe (15) nach i von 1 bis p liefert 
daher das letzte Glied den Beitrag — 2(ek — ghn%)nL Fasst man 
die Werthe (15) zusammen und fQhrt die Summation aus, so geht 
(14) über in (t, Ä =5 1, . ., p)i 



(16) 



^ uj — ^Ä + gnni +^ giOih + i* = 0, 



+ 



wenn zur Abkürzung gesetzt wird 

(17) xikh = — Ät^aJ — / üiduji. 



Hiermit ist die Aufgabe gelöst. Die in (16) abgesonderten Grossen 
kh sind nach (17) unabhängig von den Werthen der et und Xi, ebenso 
von den ganzen Zahlen gi, g/. Diese letzteren Zahlen sind nicht 
näher bekannt. Wie sie aber auch beschaffen seien, so stellen die 
von ihnen abhängigen Glieder in den p Gleichungen (16) ein System 
von zusammengehörigen Periodicitätsmoduln der Integrale u^, ..^ Up 
dar (§ 15 Gl. 16). Da sich nun, wie aus (2) folgt, die 0^ Punkte rc,- 



1) Der Beitrag des kleinen Kreises um x. ist bereits in dem Beitrag von 
2f mit enthalten. 
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von ^{u — e} nicht ändern, wenn die d um ein System von zu- 
sammengehörigen Perioden wachsen, so kann man die Gleichungen 
(16) mit Anwendung des schon früher S. 152 definirten Congruenz- 
zeichens abgekürzt schreiben (i, h^^ 1, ..,!'): 

eH=^fdu,-\-h. (18) 

Dies gibt für die Lage der p Nullpunkte von d'i[u — e} den 
Satz^): 

Die ß Nullpunkte Xi der Function d^^u — e} sind mit 
den p Grössen e^ durch die Gongruenzen (18) verbunden; 

oder: 

(ni) Sind ^i;..;6p ganz beliebige Grössen, nur so beschaffen, 
dass die Function 9'^u — e} als Function von x nicht iden- 
tisch verschwindet, so lassen sich dieselben durch p-glie- 
drige Integralsummen in der Form (18) darstellen, wo die 
p Punkte Xi die 0' Punkte von d'^u — e} und die i* gewisse 
von den Xi und d unabhängige Constanten sind. 

Denkt man sich die p Punkte Xi beliebig gegeben, so kann man 
die Grössen et bis auf ein zusammengehöriges System von Periodi- 
citätsmoduln nach (18) bilden. Sind umgekehrt die p Grössen e,- be- 
liebig gegeben, die p Punkte Xi gesucht, so. stellen die Gongruenzen 
(18) ein Jacobi'sches Umkehrproblem dar. Dasselbe ist nach 
Satz II und III stets lösbar; denn ein System von Lösungen wird ge- 
bildet durch die p 0^ Punkte der Function d'i[u — e}. Im § 28 wird 
gezeigt, dass diese Lösung auch eine eindeutige ist unter der Voraus- 
setzung, die Ci seien so beschaffen, dass 9'i[u — e} als Function von x 
nicht identisch verschwindet. 

Die vorstehenden Betrachtungen bedürfen indess noch einer Er- 
gänzung^. Es gibt gewisse Werthsysteme der d von der Art, dass 
die Function ^([u — e} identisch, d. h. fiir jeden Werth von x ver- 
schwindet (§ 28). Es gibt aber andererseits unendlich viele Werth- 
systeme der e,-, für welche dies nicht der Fall ist, far welche vielmehr 
•ö" {u — e} wirklich eine Function von x darstellt. „In der That, wenn 
X gegeben ist, können die Grössen 6,* immer so gewählt werden, dass 
^ ((w — e} nicht verschwindet. Denn sonst müsstc die Function 
^(Vj, . ., Vp) für jedwede Werthe der Grössen Vi verschwinden und 

1) Biemann, Ges. W. S. 126 und 199. 

2) Biemann, Ges. W. S. 200. 



224 Fünfter Abschnitt. [§ 28. 

folglicli müssten in ihrer Entwicklung nach ganzen Potenzen yon 
e^^'y . .j e^^p sämmÜiche Ooefficienten gleich Null sein^ was nicht der 
Fall ist. Die Grossen ei können sich dann unabhängig von einander 
innerhalb endlicher Grössengebiete ändern , ohne dass die Function 
^ ([w — cj für den gegebenen Werth von x verschwindet. Mit andern 
Worten: man kann immer ein Grossengebiet E von 2p Dimensionen 
angeben, innerhalb dessen das System der Grossen e»- sich bewegen 
kann, ohne dass die Function %i[u — cj für diesen Werth von x ver- 
schwindet. Sie wird also nur für p Lagen von x gleich 0^; bezeichnet 
man diese Punkte durch x^y . ., Xp^ so gelten die Gongruenzen (18). 
Jeder Bestimmungsweise des Systems der Grossen e» innerhalb E oder 
jedem ,,Punkt'' von E entspricht dann eine Bestimmungsweise der 
Punkte Xiy deren Gesammtheit ein dem Grössengebiet E entsprechen- 
des Grössengebiet X bildet. In Folge der Gleichungen (18) entspricht 
jedem ,,Punkte" von X aber auch nur ein ,,Punkt'^ von E\ hätte also 
X nur 2p — 1 oder weniger Dimensionen, so würde E nicht 2p 
Dimensionen haben können; es hat folglich X 2p Dimensionen. Unsere 
Schlüsse bleiben daher anwendbar für beliebige Lagen der Punkte Xi 
innerhalb endlicher Gebiete.'^ 

Dass das Gebiet X der p Punkte Xi die ganze Fläche T umfasst, 
folgt erst später aus Satz (IX) § 28. 

§ 28. Identiflohes Versohwinden der Thetafonotion. Eindeutigkeit 

des Umkehrproblems. ^) 

An das Vorige schliessen sich weitere Sätze über das Verschwin- 
den der Function 9'l{u — e^j an, wenn man die bisher beliebigen 
Grossen e„ . ., e^ gewissen Bedingungen unterwirft. 

Wir sprechen den Satz DI § 27 nochmals in folgender Form aus*. 

(I) Unter der Voraussetzung für die Grössen e,, . ., ep, dass 
(1) & ii j du — ejj nicht identisch, 



a 



d. h. nicht für jede Lage von x verschwindet, sind stets 
die Congruenzen (A «» 1, . ., p): 

p xf 
(2) en =^J du, + h 



• = ia 



lösbar und ein System von Lösungen wird von den p 0* 
Punkten der Function d'{u — e} gebildet. 



1) Riemann, Ges. W. S. 127 ff. und S. 200 ff. 
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Es handelt sich jetzt darum; zu untersuchen^ ob diese Lösung 
des Systems (2) unter der Voraussetzung (1) eindeutig ist und allge- 
mein^ welche Arten von Lösungen das System (2) unter verschiedenen 
Voraussetzungen über die Grössen Ci zulässt. 

Wir setzen zunächst voraus^ die p Grössen et seien so beschaffen 
dass 

^ {eu . ., e,) = 0, (3) 

während 

X y 

-O* ff j du — j du — ejj nicht identisch, (4) 



a 



d. h. nicht ftir jede Lage der beiden Funkte x und y verschwindet. 

Betrachtet man erstens (4) als Function der Goordinaten des 
Punktes x^ während der Punkt y irgendwie fest gewählt sei, so ver- 
schwindet diese Function nach § 27 in p bestimmten Punkten. Unter 
diesen befindet sich der Punkt y , weil nach Voraussetzung (3) d'{e} = 
ist. Die jp — 1 übrigen 0* Punkte der Function (4) seien l^, . ., |p_i. 

Man hat dann nach § 27 Gl. 18 (indem sich I duh weghebt) die Con- 
gruenzen (ä =» 1, . ., 'p)i « 

«— l ^i 

duh + h* (5) 



t — 1 jj 



Diese p Congruenzen mit i? — 1 Unbekannten sind mit einander ver- 
träglich, da zwischen den |) Integralsummen die Relation %'^^ = 
besteht. 

Betrachtet man zweitens (4) als Function von y, während x irgend- 
wie gewählt sei, so verschwindet dieselbe ebenfalls in jp Punkten, 
nämlich in x und in jp — 1 weiteren Punkten ly^, . ., i^p-i, für welche 
nach (18) § 27 die Congruenzen gelten (Ä = 1, ..,!>): 

Aus (5) und (6) folgt durch Subtraction oder Elimination der Ca 

p—l Ji p—l Jji 

a • — * a 

oder 

2^4^ +2^^ = 0. (8) 

t = l i=al 

Stahl, Abelsohe Functionen. 15 



t— 1 /v t — 1 /» 
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Daher der Satz: 

(II) Unter den Voraussetzungen (3) und (4) für die p Grossen 
€h sind gleichzeitig die Gongruenzen (5) und (6) lösbar. 

Sind 5i, . ., 5p— 1 ein System von Lösungen der Gongruenzen (5); 
1^1, . ., ijp-i ein solches von (6), so bilden die 2j) — 2 Punkte | und 
fj zusammen die 0^ Punkte einer, F(x^ y) ■* adjungirten ©-Func- 
tion vom n — S**** Grade, wie aus (8) nach dem Abel^scheu Theorem 
far die Differentiale 1. Gattung folgt (§ 20 Gl. 11). 

Wir gehen einen Schritt weiter; die p Grössen Ch seien jetzt so 
beschaffen, dass 

X 

(9) » (( A« ~ *)) identisch, 

a 

d. h. für jede Lage des Punktes x verschwindet, 

(10) d' ii I du -{- 1 du — I du — ejj nicht identisch, 

a a a 

d. h. nicht für alle Lagen der Punkte o;, l^, y verschwindet. 

Betrachtet man erstens (10) als Function von x, während 1^ und y 
irgendwie gewählt seien, so verschwindet sie ftlr p bestimmte Punkte. 
Unter diesen befindet sich der Punkt y wegen der Voraussetzung (9) 

oder weil ^ (( / du — ejj für jedes li verschwindet. Die übrigen p — 1 

a 

0* Punkte von (10) seien I2; • -j Sp« Dann hat man nach (18) § 27 
die Gongruenzen (Ä = 1, . ., jp): 

p f* 

(11) en=^Jdun + hy 

«■=»1 a 

WO indess der Punkt %^ ganz willkürlich bleibt. 

Betrachtet man zweitens (10) als Function von y, während x und 1^ 
beliebig fixirt werden, so verschwindet sie ebenfalls in p Punkten, 
unter denen sich die zwei Punkte x und 1^ befinden. Für die übrigen 
p — 2 0^ Punkte 1^,, . ., ly^—s von (10) gelten dann die Gongruenzen 

(Ä=l, .., p)l 

(12) 6Ä=~2^Jrfu,-Ä,. 
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Aus (11) und (12) folgert man wieder durch Subtraction und 
Differentiation 

p p — 2 

^du^i^+^duy==0, (13) 

d. h. 

(III) Unter den Voraussetzungen (9) und (10) für die p 
Grossen €h sind gleichzeitig die Congruenzen (11) und (12) 
lösbar; dabei ist von den p Punkten $»• in (11) einer im 
Voraus beliebig wählbar. 

Sind 5,, . ., Ip ein System von Losungen der Congruenzen (11), 
1^1, . ., 17p— 2 ein solches von (12), so bilden nach (13) die 2p — 2 
Punkte I und ij wieder zusammen die 0^ Punkte einer ©-Function. 

In der begonnenen Weise kann man fortfahren und die Fälle 
untersuchen, in denen die Functionen (4) oder (10) und weitere solcher 
Functionen identisch verschwinden. Die Sätze I, II, III bilden als- 
dann den Anfang einer ganzen Reihe von Sätzen, deren Beweis sich 
ganz analog und ohne Schwierigkeit ergibt. Der allgemeinste Satz 
dieser Art lautet^): 

(IV) Sind die p Grössen €p von der Beschaffenheit, dass 

m-l *t n-l Vi 

^1^ Idu—^ I du — ejj noch identisch, (14) 



»=o ^ «=0 „ 



^ (( ^, fclu—^ I du — ejj nicht mehr identisch (16) 

verschwindet, so lässt sich stets gleichzeitig den Con- 
gruenzen genügen (ä =» 1, . ., p): 

eA= ^ JduH + h, eÄ=— ^ JdUk—h. (16) 

Dabei sind von den p + w — n — 1 Punkten Xi noch m, 
von den p + ^ — w — 1 Punkten tfi noch n willkürlich 
wählbar. 

Sind x^, . ., Xpj^m—H-'i ein System von Lösungen der ersten Con- 
gruenzen (16), y^, . ., yp^n—m—i ein solches der zweiten Congruenzen 
(16), so bilden die 2p — 2 Punkte x und y wieder zusammen die 
0* Punkte einer *- Function. Von den beiden Zahlen p-{-m — n — 1 



1) Riemann, Ges. W. S. 202, wo der Satz fOr n=>m — 1 ausgesprochen ist. 

16* 
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und p + n — m — 1 wird im Allgemeinen die eine p überschreiten, 
die andere bleibt dann unter p. Die Falle, in denen beide Zahlen 
^ jp, sind nur m^=^n und m^>^n — 1 oder n «= w — 1. 

Weiter unten wird bewiesen, dass die in den Sätzen I — IV auf- 
tretenden Gongruenzen unter den angegebenen Bedingungen auch stets 
eindeutig lösbar sind. 

Man kann die in den Sätzen II', III, lY über die p Grössen €h 
oder über das identische Verschwinden der Thetafunction gemachten 
Voraussetzungen in folgender Weise umformen^). Setzt man zur Ab- 
kürzung 

SO gilt zunächst für den einfachsten Fall der Satz: 

(V) Wenn die Function 

X y 

(18) » Ifdu —Jdu — e) 

a a 

identisch für alle Punkte x und y verschwindet, so sind 
auch die sämmtlichen Functionen ^^e)j «= (i = 1, . ,,p). 

Denn bezeichnet man die in den Zahlern der Normaldifferentiale 
1. Gattung du^y . ., dUp auftretenden ©-Functionen mit /i, ..,/), (vgl. 
(10) § 15), so ist 

(19) du^ : du^ : • • : dUp = /i : /^g : • • * /J» • 

Setzt man nun die Function (18) gleich Null und lässt y mit x 
zusammenfallen, so hat man 

p p 

^»i{eldu^') = oder ^ »'{e} fi{x) = 0. 

Da nun zwischen den p Functionen ft keine lineare Gleichung mit 
Constanten Coefficienten besteht (§ 15, S. 121), so folgt hieraus, dass 
die sämmtlichen ersten Ableitungen von ^(v^,,,, Vp) för v^, .., Vp^^e^f,.^ Cp 
verschwinden müssen. 

Die Verallgemeinerung von (V) führt zu dem Satze: 

(VI) Wenn die Function 

(20) »ii:j^^-2j-4 

f«"i Qf t — 1 fg 

1) Biemann, Ges. W. S. 204 ff. 
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identisch für alle Punkte Xt und y< yerschwindet; so ver- 
schwinden auch die sämmtlichen Ableitungen von ^(v^y,.,Vp) 
von der ersten bis zur m**^ für v^, . ., Vp — e^y . ., Cp. 

Denn setzt man in der Function (20) zuerst y», "» ^m ; so ver- 
schwinden nach (V) identisch die sämmtlichen, ersten Ableitungen 
der Function ^•(viy . ., Vp) für (ä = 1, . ., p): 

Vk =^ / duk —^J dUk — €h . (21) 

Setzt man weiter j/m— i °= ^m— i; so verschwinden die sämmtlichen, 
zweiten Ableitungen von ^(v^, . ., Vp) für 

u. s. f. Unter der in Satz (VI) enthaltenen Voraussetzung müssen 
also sämmtliche, partielle Ableitungen von d'(viy . ., Vp) bis zur m^° 
für Vi, . ,y Vp = e^, . ,y ßp verschwinden, (q. e. d.) Hieraus folgt weiter 
der Satz: 

(Via) Wenn die Function 

m *i n Vi 

* iSß** -^J <^« - 4 (23) 

identisch für alle Punkte Xi und yi verschwindet und m>n 
ist, so verschwinden auch die sämmtlichen, partiellen Ab- 
leitungen von ^(yiy..yVp) bis zur n*®^ für (Ä — l,..,jp): 



m—n •■ 



^^fdu, - 6* (24) 



Vh 

«»1 



a 



und zwar identisch für die m — n Punkte a;,-. 

Es gelten endlich auch die ümkehrungen der Sätze Y and VI, 
nämlich: 

Wenn sämmtliche Functionen d'*l[e} = sind, so verschwindet 
die Function (18) identisch fQr alle Lagen der Punkte x und y. 

Wenn die sämmtlichen, partiellen Ableitungen von ^(v^, . ., Vp) 
bis zur w***" für v^y >*yVp^ Cj, . ., ßp verschwinden, so verschwindet 
die Function (20) identisch fiir alle Lagen der Punkte x^y . ., Xm 

Wenn die sämmtlichen, partiellen Ableitungen von ^{y^y.^yV^ 
bis zur n*~ für die Argumente (24) identisch bei allen Lagen der 
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m — n Punkte Xi yerschwinden^ so verschwindet die Function (23) 
identisch für alle Lagen der m Punkte Xi und der n Punkte yi. 

Für den Beweis dieser Sätze verweisen wir auf die Litteratur^). 



Wir ziehen aus den vorstehenden Sätzen weitere Folgerungen^), 
die in mehrfacher Beziehung von Wichtigkeit sind. Unter den Vor- 
aussetzungen (9) und (10) ftir die Grössen e^ existiren nach (IH) un- 
endlich viele^ den Congruenzen (11) genügende Punktsysteme SiwSi'> 
je p solcher Punkte sind 0^ Punkte einer O-Function. Hieraus folgt : 

(VII) Sind 5i, . ., |p p Punkte in T von solcher Lage, dass 

(25) » Ifdu -2jf^^ ~ 4 

als Function von x identisch verschwindet, so sind die p 
Punkte 6» stets 0^ Punkte einer ^-Function. 

Da nämlich (25) für jedes x verschwindet, so gibt es nach (III) 
unendlich viele Punktsysteme Ij', . ., |p, die nach (11) mit dem ge- 
gebenen Punktsystem i^, , ,, l^p in. der Beziehung stehen 

^ J dUh + h =^ / ^^p + *A ö<^®r ^ J ^^h ^ 0. 

<=sl flf » = 1 f^ 1 = 1 1^ 

Hieraus aber folgt nach der Umkehrung des Aberschen Theorems 
(IV) § 20 und den Sätzen des § 12, dass es zwei Functionen O und 
O' gibt, die bez. in den p Punkten $< und |i verschwinden, (q. e. d.) 

Aus (VD) folgt weiter: 

(Vni) Wählt man \u T p Punkte 5n • •» fe» so, dass sie nicht 
0^ Punkte einer 0-Function sind und bildet aus ihnen die 
Function 

(26) ^ {( Jdu —^Jdu — Je} , 

SO wird diese als Function von x nicht identisch Null, 
sondern «»0^ in den p gewählten Punkten £;. 

Denn bei der Voraussetzung, dass die p Punkte ii nicht 0^ Punkte 
einer CD-Functiop seien, kann (26) als Function von x nicht identisch 

1) Biemann, Ges. W. S. 205 u. 207. 

2) Biemann, Ges. W. S. 129. Man vergleiche die Darstelliing der folgenden 
Sätze bei Weber, Abersche Fanction. (p » 3) S. 66fiP. (1876) und C. Neumann, 
Vorl üb. Biemann's Theorie der Aberschen Integrale. 2. A. S. 883 E, (1884). 



§ 28. Ident. Verschwinden d. Thetafunction. Eindeutigkeit d. ümkehrproblems. 231 

yerschwinden (Satz VII); sie hat daher p Nullpunkte Xij die sich nach 
(18) § 27 bestimmen aus 

P p P rh P /?»' 

^ f duk + hh =^ / duh + h oder ^ j du^^: 0. 

Hieraus aber folgt, dass die p Punkte Xi zusammenfallen müssen 
mit den p Punkten Si? denn andernfalls wären (s. Beweis von VII) 
die p Punkte Xi sowohl, wie die p Punkte l,- Nullpunkte einer 
^-Function, was der Voraussetzung von (VIII) widerspricht, (q. e. d.) 

Wir heben hervor, dass der Satz (VIII) es ermöglicht, eine 
Thetafunction mit dem variabeln Punkt x zu bilden, die p vor- 
gegebene Nullpunkte li, . ., ip hat; es ist dies die Function (26). 
Die p Punkte §» haben nur der Bedingung zu genügen, dass sie nicht 
Nullpunkte einer ^-Function sind. Auf diese Bildung gründet sich 
später die Losung des Umkehrproblems. 

Aus (VIII) folgt endlich ein Satz*), der die ümkehrung von (II) 
bildet: 

(IX) Sind gl, . ., Ip-i j? — 1 ganz beliebige Punkte in T, so 
gilt stets die Gleichung 

p-^ Ji 

^((^Jdu + Jc)) = 0, (27) 

oder: 

Die Function '9'(t?i, . ., Vp) verschwindet jedesmal, wenn 
die Argumente v^, . ., Vp p — 1-gliedrige Summen von der 
Form (Ä = 1, . ., p): 



Sß 



sind. 

Setzt man nämlich in (26) x = ^pj so folgt nach (VIII) die 
Gleichung (27), allerdings zunächst unter der Voraussetzung, dass die 
p — 1 oberen Grenzen der Integrale p Punkten angehören, die nicht 
Nullpunkte einer ^-Function sind« Diese Voraussetzung ist aber 
ganz unwesentlich. Wenn nämlich p Punkte g^, . ., gp in T nicht 
Nullpunkte einer ^-Function sind, so lassen sich um dieselben in T 
stets Bereiche von solcher Grösse abgrenzen, dass auch beliebige p 
Punkte Xij . ., Xp innerhalb dieser p Bereiche nicht Nullpunkte einer 



1) Biemann, Ges. W. S. 200; vgl. auch Weber, 1. c. S. 66 und G. Neu- 
mann, 1. c. S. 347. 
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©-Function sind. Für je p — 1 unter p solchen Punkten gilt daher 
auch die Gleichung (27); also 

(28) &({^Jdu + Jc)) = 0. 

Da nun die links stehende Function für jedes der Xt innerhalb 
T' eindeutig und stetig ist und eine solche Function nicht in einem 
Theile von T' gleich sein kann^ ohne allenthalben in T' gleich 
zu sein, so gilt die Gleichung (28) noch, welche Lage auch die jp — 1 
Punkte a?!, . ., Xp^x in T' oder T annehmen, (q. e. d.) 

Zu Anfang dieses § in den Sätzen I — IV wurde die Lösbarkeit 
von Congruenzen (oder ümkehrproblemen) unter gewissen Voraus- 
setzungen bewiesen. Wir können jetzt auch zeigen, dass diese Lösungen 
eindeutig sind. 

Zu Satz I erhält man die Ergänzung: 

(X) Ist die Bedingung (1) erfüllt, so sind die Congruenzen 
(2) eindeutig lösbar. 

Denn angenommen, es gäbe ausser den p Punkten Xt noch ein 
zweites System von p Punkten rc/, das den Congruenzen (2) genügt, 
so dass gleichzeitig (h =» 1, . ., p): 

eh =^ / dUk + h und e^ =^ / dUk + h 



a 

X 



wäre, so 



würde die Function (1), nämlich %'ii j du — e\ nach (IX) 

a 

sowohl in den p Punkten a:,-, wie in den p Punkten Xt verschwinden. 
Dies aber widerspricht der Voraussetzung, dass die Function (1) nicht 
identisch verschwinde; denn nach dieser Voraussetzung kann (1) nur 
p Nullpunkte haben. (Satz II § 27.) 
Zu Satz n tritt die Ergänzung: 

(XI) Sind die Bedingungen (3) und (4) erfüllt, so sind die 
Congruenzen (5) und (6) eindeutig lösbar. 

Deim angenommen, es gäbe ausser Si, . ., g^-i ein zweites System 
von |> — 1 Punkten g^', . ., Ij^-i, das den Congruenzen (5) genügt, so 
dass gleichzeitig (Ä = 1, . ., jp): 

^h =^ / dUk + h und eh =^ / duh + Ää, 
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so würde die Function (4) bei beliebig gewähltem y nach (IX) als 
Function von x sowohl fOr die jp Punkte y, 5i, . ., 6p —i? ^^ ftlr die 
p Punkte y, |/, . ., g^-i verschwinden. Dies aber widerspricht der 
Voraussetzung, dass die Function (4) nicht identisch für jedes x und 
y verschwinden soll. Ebenso beweist man die eindeutige Lösbarkeit 
des Systemes (6). 

Endlich kommt zu Satz III oder allgemeiner zu lY die Er- 
gänzung: 

(XII) Sind die Bedingungen (14) und (16) erfüllt, so ist von 
den Congruenzen (16) das erste System, nachdem m der 
Punkte Xiy das zweite, nachdem n der Punkte yi willkür- 
lich gewählt sind, eindeutig lösbar. 

Denn angenommen, es gäbe, nachdem die m letzten Punkte Xi=ai 
willkürlich gewählt sind, zwei verschiedene Systeme von p — n — 1 
Punkten, nämlich x^, . ., Xp—n-^i und a;/, . ., Xp^n—ij welche den 
ersten Congruenzen (16) genügen, so dass gleichzeitig Qi = 1, ..,!>): 

p—n — l J^i m «I 



a 

und 



eh = ^ f dUk +^ / duk + h 



p — »• — ^ ^i """^ 



eh = ^ J duh +2J ^<*A + **> 

• ^-•i ZIP fS^l /a 



a ' — * a 



so würde die Function (15), nämlich 

m J?i n Vi 






a ' — ^ a 



als Function von x bei beliebig gewählten Punkten y^, . ., yn nach 
Satz (IX) sowohl für die p Punkte y^, yj, . ., y„, x^, . ., Xp^n—i, wie 
für die p Punkte y^, y^, . ., y„, a;/, . ., Xp^n—i verschwinden. Dies 
aber widerspricht der Voraussetzung, dass die Function (29) nicht 
identisch verschwinden solL Ebenso beweist man die eindeutige Lös- 
barkeit des zweiten Systems (16). 

Die Sätze X — XII lassen sich endlich noch umkehren; es genügt 
dies für den allgemeinen Satz XII auszuführen. 

(Xin) Ist bei gegebenen Grössen eh das erste System der 
Congruenzen (16), nachdem von den Punkten Xi m beliebig 
gewählt sind, eindeutig lösbar, so ist auch das zweite 
System der Congruenzen (16), nachdem von den Punkten 
yt n beliebig gewählt sind, eindeutig lösbar. 
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Der Beweis hat wegen (Xu) nur zu zeigen, dass, wenn das erste 
System (16) nach willkürlicher Wahl von m Punkten Xi eindeutig 
lösbar ist, auch die Bedingungen (14) und (15) erf&llt sind. Man 
denke sich eine Function von der Form (14), in der die Integrale 
beliebige, aber voraus bestimmte, obere Grenzen a;^,..,^?»»— i=öo;'>^— i 
^^<^ Voy ' *; y»— 1 *" hj * '} ^n—i haben. Trägt man in die so gebildete 
Function (14) für die en das erste System (16), nachdem die in dem- 
selben willkürlichen m Funkte Xi gleich a^, . ., 0^—1 gesetzt sind, ein, 
so bleibt eine Thetafunction, deren Argumente nur noch p — 1- 
gliedrige Summen sind, die also nach Satz IX identisch verschwindet. 
Betrachtet man dagegen eine Thetafunction der Form (15), die Inte- 
grale gebildet mit beliebigen, oberen Grenzen Xq, .., Xm^^^cio, • •; (hn und 
Vo} ' '} y» *= \} • •> ^n und trägt die Werthe der Ch aus dem ersten 
System (16) ein, nachdem die m willkürlichen Punkte x^j . .^Xm, gleich 
^1; • -y ^m gesetzt sind, so bleibt eine Thetafunction, deren Argumente 
ausser jp — 1-gliedrigen Summen noch Integrale mit der oberen Grenze 
«0 enthalten und diese Thetafunction verschwindet nicht identisch. 
Es sind also in der That die Bedingungen (14) und (15) erfüllt xmd 
folglich ist auch das zweite System der Gongruenzen (16) nach will- 
kürlicher Wahl der n Punkte y» eindeutig losbar. (q. e. d.) 

Der Satz XIII steht in enger Beziehung zu früheren Unter- 
suchungen; er enthält einen transcendenten Beweis des Biemann- 
Boch'schen Satzes. Man kann nämlich mit Bücksicht darauf, dass 
jedes System von Losungen x^y . ., Xp^m^n-^i des ersten Systemes 
(16) mit jedem System von Lösungen y^, . ., yp^n—m—i des zweiten 
Systemes (16) zusammen die 2p — 2 Punkte einer ^-Function bilden, 
den Satz XIII auch so aussprechen: 

(XIV) Hat man in der Yerzweigungsfläche T oder auf der 
Curve F{Xy y) = p -{- m — n — 1 Punkte a;,-, von welchen 
noch m Punkte willkürlich sind, und legt man durch die- 
selben eine O-Curve, so sind von den |) + n — m — 1 Best- 
punkten ffi noch n Punkte willkürlicL 

Dieser Satz wird, indem man 

w = ^2, n = ^i, p + m — n — 1 = *»i, p -{- n — m — l=*ii2 

setzt, identisch mit dem Biemann-Boch'schen Satze in der Form (II) §11. 



Sechster Abschnitt. 
Die LSsung des Umkehrproblems. 

Der sechste Abschnitt enthält die Lösung des Jacobi^schen Um- 
kehrproblems. Als Vorbereitung hierzu wird im Anschluss an die 
Untersuchungen des fünften Abschnitts in § 29 und 30 der Zusammen- 
hang zwischen den Thetafnnctionen ^^liu^^ » ., Up) und gewissen alge- 
braischen Wurzelfunctionen Vi^/iixy) untersucht, der sich auf die 
gemeinsamen Nullpunkte dieser Functionen gründet. § 31 gibt als- 
dann die Grundformeln zur Lösung des Umkehrproblems, § 32 und 33 
eine Discussion dieser Formeln. 

§ 29. Die Nullpunkte der Function '9'^(ui; • .; Up). 
Die Berühnmgsourven ^^ = 0. 

Unter der Voraussetzung, dass (ä = 1, . ., j)): 



Uh 



X 

'Jdu^ (1) 



gesetzt wird, sind die p Nullpunkte x^, . ., Xp der Function 

*(«i — «i> • •, Mj. — Cp) = '9'C" — «I (2) 

nach (18) § 27 bestimmt durch die Congruenzen (A = 1, . ., p): 






duh ^ek — Tch. (3) 



Dabei sind e^, . .^ Bp gedacht als ein beliebiges Grössensystem von der 
Beschaffenheit, dass (2) als Function von x nicht identisch verschwindet 
und es sind die Gonstanten Jc^, . ,,kp definirt durch die Gleichungen (17) 
§ 27, also in gewisser Weise abhängig von dem Querschnittsystem 

1) Wir bezeichnen im Folgenden rationale Functionen tp der Coordi- 
naten (x, y) des Punktes x kurz durch '^{x)\ ersetzen also auch F{x^y)^'0 
durch F{x) =» u. s. f. 
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der Fläche T. Hiemach sind auch die p Pmikte Xi von dem Querschnitt- 
system abhängig. Es ist nun vortheilhaft^); die Auswerthung der 
Constanten Ic^ dadurch zu umgehen , dass man die Nullpunkte einer 
Function ^ fw — cj für ein bestimmtes Grossensystem en und f&r 
ein bestimmtes Querschnittsystem als gegeben ansieht. Man wählt 
hierzu am einfachsten als Querschnittsystem das früher angegebene, 
kanonische System a, h^ c der Fläche T (§ 2 und 3) und nimmt die 
Grössen a« sämmtlich gleich an. Dies ist zulässig, da die Function 

(4) ^(mi, .., t^) = ^H 

als Function von x nicht identisch verschwindet. Wir bezeichnen die 
von a abhängigen p Nullpunkte dieser Function (4) mit 

(5) «,», < . ., «^ . 

Wie sich diese Punkte mit der Lage des Querschnittsystems ändern, 
ist später zu erörtern (§ 32 und Abschnitt VIII). 

Mit Hilfe des Punktsystems (5) bestimmen sich die p Oon stauten 
Tch nach (3) bis auf ein System zusammengehöriger Periodicitäts-- 
moduln durch die Gongruenzen (Ä = 1, . ., jp): 

(6) h = -^JduH 

und die p Nullpunkte Xi der Function (2) nach (3) und (6) durch die 
Gongruenzen (Ä == 1, . ., i>): 



p 



m . yf< 



duh = Ca . 



t = l a^o 



Dies gibt den Satz: 

(I) Die p Nullpunkte Xi der Function (2) sind für das ge- 
wählte Querschnittsystem bestimmt durch die Gongru- 
enzen (7); 
oder die Function 



p *•• 



(8) * {Jdu -2fdu)) 

a »=1 al> 



verschwindet als Function von x grade in den p Punkten 



X-t , • • » Xp . 



1) Clebsch u. Gordan, Ab, F, S. 196 ff. (1866). Weber, Ab. F. {p = 3) 
S. 74. (1876). 
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Das System der Punkte o,-^ (5) ist hier in transcendenter 
Weise definirt; nämlich als System der Nullpunkte der Function (4). 
Diese Definition lässt sich durch eine algebraische ersetzen in fol- 
gender Weise. Denkt man sich in den Gleichungen (5) § 28 die 
p — 1 Punkte ii beliebig gegeben^ so sind damit zunächst die Grössen 
€h in jenen Gleichungen bestimmt. Durch diese Grössen en sind aber 
weiterhin die |) — 1 Punkte i/< in (6) § 28 bestimmt und zwar ein- 
deutig nach Satz XI § 28. Die 2p — 2 Punkte $< und rj{ sind nach 
(7) § 28 verbunden durch die Gleichungen (ä = 1, . ., j)): 

2 /^^* +2 h^^=- 2ÄA; (9) 

1 = 1 „ 1 X fjf 

welche aussagen ^ dass die oberen Grenzpunkte |; und r^i als irgend 
2jp — 2 durch eine, jF«=0 adjungirte Curve *™0 des n — 3*®** 
Grades algebraisch verknüpfte Punkte betrachtet werden können. 
Eliminirt man die Grössen Jch aus den Gleichungen (6) und (9), so 
folgt (A = 1, . ., p): 

^j'duH -\-2jdu, + 2p«A = . (10) 

Hieraus ergibt sich nun die algebraische Definition des Punkt- 
systems «1^, . ., «^ . Wie die Umkehrung des AbeFschen Theorems 
(IV § 20) lehrt^ existirt eine rationale Function, deren Zähler in der 
oberen; deren Nenner in den unteren Grenzpunkten der Integrale in 
(10) verschwindet, während die übrigen Nullpunkte von Zähler und 
Nenner dieselben sind. Es ezistiren also zwei, F=0 adjungirte 
Curven gleichen Grades, von denen die erste durch die oberen Grenz- 
punkte in (10) hindurchgeht, d. h. J' = in 2|> — : 2 beliebigen, nur 
durch eine O- Curve verknüpften Punkten |,- und tji schneidet und im 
Punkt a berührt, die zweite durch die unteren Grenzpunkte in (10) 
hindurchgeht, d. h. JP = in jedem der p Punkte a,-^ berührt (da 
jeder dieser Punkte in (10) doppelt auftritt); die übrigen Schnittpunkte 
beider Curven mit J' = sind dieselben. Die Bildung dieser Curven 
geschieht nach den Grundsätzen des § 12. Man nehme für die erste 
dieser Curven eine adjungirte Curve des n — 2^^ Grades, nämlich die 
zerfallende Curve (ax) q){x)=Of wo' 9?(a?)=0 eine ganz beliebige, 
adjungirte Curve vom n — 3*®"* Grade ist, und {ax)=^0 die Tangente von 
JP«=0 im Punkte a, die also 25^=0 in a berührt und in w — 2 weiteren 
Punkten s schneidet. Dann hat man für die zweite der Curven eben- 
falls eine adjungirte Curve vom n — 2*®° Grade ^(ic)= zu nehmen, 
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die durch die n — 2 Punkte s hindurchgeht^ und hat die alsdann nocli 
freien; lineareU; nicht homogenen jp Goefficienten dieser Gurye tlf(x)^^0 
so zu bestimmen^ dass sich ^ und F noch in p Punkten berühren. 
Dies ist stets möglich. Da aber die Bedingungen der Berührung 
algebraisch sind (s. § 32), so ist diese Definition der Ourve ^ «» O 
nicht eindeutig; es gibt vielmehr ein endliches System von solchen 
zu a gehörigen Berührungsfunctionen ip. Unter ihnen muss 
sich nach (10) auch diejenige Curve %{x) «> befinden, die gerade in 
den p Punkten ai^, d. h. den Nullpunkten der Function (4) berührt. 
Daher der Satz: 

(11) Die p Punkte a<^ (5) sind definirt, transcendent als die 
p 0^ Punkte der Function (4), algebraisch als die p Be- 
rührungspunkte einer ganz bestimmten Curve % aus dem 
zu a gehörigen System von Berührungscurven ^. 

Es hat sich hier ein ganzes System von Berührungscurven ^ er- 
geben; die Definition desselben war algebraisch. Dasselbe System 
aber erhält man auf transcendentem Wege, wenn man statt '&'(%,.., Up) 
die allgemeine Thetafunction 1. Ordnung mit der zweithei- 
ligen Charakteristik fi ^/«(^i; • •; tfp) betrachtet. In § 26 (Gl. 36, 
37 und 42) wurde gezeigt, dass jeder zweitheiligen Charakteristik 

ein halbes Periodensystem 

- ^? = 2 /*«'^* + 2 -^^'*^* 

k 

entspricht, und dass die zugehörige Function ^^(Uj, . ., Up) bis auf 
einen von den Argumenten Ui unabhängigen Factor C dargestellt wird 
durch 

(1 1 \ "^^N^i 

Diese Function ist gerade oder ungrade, je nachdem 

p 

^fi,/i/^0 oder ^1 (mod 2). 

•»1 

Die p 0^ Punkte (a^, . ., a^) der Function (11) sind nun nach (7) 
eindeutig bestimmt durch die Congruenzen (ä = 1, . ., p): 

p /• 

(12) Zj ^^* = 5 ^A • 



§ 29. Die Nullpunkte d. Function -©•^(Oi , . ., u^). Die Berjlirungscurven ift^ = 0. 239 

Ist ^ eine gerade Charakteristik^ so yerschwindet im Allge- 
meinen die Function (11) nicht fQr a; = a (oder tii, . ., Wp =« 0, . ., 0) 
oder die p Punkte a^y . ,, a^ enthalten nicht den Punkt a. 

Ist /i eine ungrade Charakteristik^ so yerschwindet die 
Function (11) fOr a; = « (oder Mj, . ., tfp = 0, . ., 0) nach V § 26; 
es fallt also hier einer der p Punkte af, etwa o^, mit a zusammen; 
die übrigen p — 1 Punkte af , . ., f^^_i siiid eindeutig bestimmt durch 
die Congruenzen (12). 

Multiplicirt man (12) mit 2, so folgt (Ä «= 1, . ., p): 



p 



^2! fdUk = 0. 



(13) 



Diese Gleichungen geben nach (lY) § 20 die algebraische Definition 
der Punktsysteme aj*, . ., o^. Ist nämlich /it eine gerade Charak- 
teristik, so sind die Punkte aj',.., o^ die p Berührungspunkte einer 
ganz bestimmten, durch (12), d. h. durch die gerade Charakteristik ft 
definirten Curve ^^^ aus dem oben betrachteten, zu a gehörigen Be- 
rührungssystem ^, zu welchem, der Charakteristik /it = entsprechend, 
auch die Curve ^^ gehört. Ist dagegen /it eine ungrade Charak- 
teristik, so sind die j? — 1 Punkte af, . ., a^__- in Verbindung mit 
a ebenfalls die Berührungspunkte einer durch (12), d. h. durch die 
ungrade Charakteristik /it definirten Curve ^^. Offenbar aber zerfallt 
im letzten Falle die Curve ^^ = in die Tangente (aa;) = und eine 
von a ganz unabhängige, nur von F abhängige, in p — 1' Punkten 
aj*, . ., a^_j berührende Curve y^ ■= von dem Grade n — 3, so dass, 
wenn /i eine ungrade Charakteristik ist: ^^ (a:) = {ax) (pfjt (x). 

Umgekehrt führen alle bei der algebraischen Bestimmung auf- 
tretenden Berührungscurven ^ auf die Gleichungen (13) oder (12) 
zurück, durch welche jeder solchen Curve ^^ eine bestimmte Charak- 
teristik /i zugeordnet wird. Die Zahl der sämmtlichen Curven des 
Systems ^ ist daher gleich der Gesammtzahl der zweitheiligen Cha- 
rakteristiken, d. h. BS 2'^, die Zahl der von a abhängigen Berüh- 
rungscurven il^fi gleich der Zahl der geraden Charakteristiken, d. h. 
= 2^"^ {2p + 1) ii^d die Zahl der von a unabhängigen Berührungs- 
curven (ffi gleich der Zahl der imgraden Charakteristiken, d. h. 
= 2^-1 {2P - 1) (Satz VI § 26). 

Man kann die zerfallenden und die nicht zerfallenden Curven des 
Systemes ^ in einer gemeinsamen Form schreibeü und dabei die in 
den Zählern der Normaldifferentiale 1. Gattung auftretenden Func- 
tionen fi (x) (10) § 15 benutzen. Da jedes ^ durch |) + 1 linear un- 
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abhängige; adjungirte Curven vom Grade n — 2 darstellbar ist (§ 12 

Satz Ib); so hat man, wenn 

p 

(14) p gerade : ^^ (x) « aj ^o i?^) + C«^) ^^fi C^); 



<=i 



(1 5) fi ungrade : (p^i(x)= ^aff fi (x), 



i^i 



so dass im letzten Falle nur o^ =» zu setzen und der Factor (ccx) 
zu unterdrücken ist. 

Wir fassen das Vorstehende zusammen in dem Satze: 

(III) Die p 0^ Punkte der Function 'Ö'^(Wi,. ., Up) mit der zwei- 
theiligen Charakteristik fi sind, 

wenn fi gerade ist, die Berührungspunkte einer adjun- 
girten Curve ^^ «= vom Grade w — 2; 

wenn fi ungrade ist, der Punkt a und die p — 1 Berüh- 
rungspunkte einer adjungirten Curve 9^=0 vom Grade 
n — 3. 

Durch diesen Satz ist also jeder Thetafunction ^ftiu^, . .,Up) mit 
der zweitheiligen Charakteristik fi eine Berührungscurve ^^ oder 9^ 
mit derselben Charakteristik fi zugeordnet. Diese Zuordnung gilt aber 
nur für ein bestimmtes, kanonisches Querschnittsystem und ändert sich, 
wenn dieses durch ein anderes ersetzt wird. 

Mit Hilfe der Punkte a^ (i:= 1, . ., jp) lassen sich zugleich die 
0^ Punkte x^ . ., Xp der Function 'Ö'^fu — c)) oder auch der Function 

d' ^u — e — 2 Äf'} leicht angeben. Diese Punkte sind nach (7) be- 
stimmt durch die Congruenzen (% »> 1, . ., i>): 



IS' 



duh = eA + r ^5* 



f 



h 



oder wegen (12) durch 



(16) -2/^^* — ^* • 



a^ 

< 



Daher die Verallgemeinerung von Satz I: 

(IV) Die p Nullpunkte Xi der Function '9'^Ju — cj sind be- 
stimmt durch die Congruenzen (16), 
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oder die Function 



p * 



« *^^ off 

* 

yerschwindet als Function von x gerade in den p Punkten 



3/\ j ' ' } *^0 * 



§ 30. Thetaquotienten und Wurzelfanotionen. 

Das Umkehrproblem besteht darin ^ aus den p Gleichungen 
(A = l, .., p): 



p «-■ 






du, (1) 



die Goordinaten der p oberen Grenzpunkte Xi als Functionen der 
p-gliedrigen Integralsummen Uh darzustellen, welche Aufgabe nach 
(X) § 28 im Allgemeinen eindeutig lösbar ist. Die p unteren Grenz- 
punkte ai in (1) sind beliebig, eine Veränderung derselben vermehrt 
die Grössen üh nur um Gonstanten. 

Wir geben die Lösung des Umkehrproblems (1) nach Riemann 
in der Weise, dass wir zunächst aus Thetafunctionen mit den speciellen 
Argumenten (A = 1, . ., jp): 



Uh 



=fdUh (2) 



2j)'fach periodische Functionen aufbauen, die, als Functionen der 
Coordinaten des Punktes x betrachtet, mit algebraischen Functionen 
der Goordinaten von x identisch werden. Ebenso stellen sich dann 
(§ 31) dieselben 2^-fach periodischen Functionen mit den allgemeinen 
Argumenten Z7i, . ., Up als algebraische und symmetrische Functionen 
der Goordinaten der oberen Grenzpunkte Xi in (1) dar. Diese Identi- 
täten zwischen transcendenten und algebraischen Functionen enthalten 
die Lösung des Umkehrproblems in mannigfacher Form. Dasselbe 
Verfahren, zuerst Ausdrücke mit den speciellen Argumenten Wa (2) 
und dann die nämlichen Ausdrücke mit den allgemeinen Argumenten 
Uh (1) zu bilden, wird auch bei den Darstellungen im siebenten Ab- 
schnitt festgehalten. 

Wir beginnen mit der Aufstellung der einfachsten Beziehung 
zwischen Thetafunctionen mit den Argumenten Uh und alge- 
braischen Functionen von x, die unmittelbar aus dem letzten 

Stahl, Abel'iche Fanotionen. 16 
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Satze (IV) § 29 folgt. Sind nämlich fi und v zwei beliebige ^ zwei- 
theilige Charakteristiken, so hat der Quotient 

wie sich aus den Eigenschaften der Thetafunction und den Gleichungen 
(38) § 26 ergibt; als Function der Goordinaten des Punktes x be- 
trachtet; folgende Eigenschaften: 

Er ist eindeutig in der Fläche T', die durch die Querschnitte 
a, h, c aus T entsteht; er wird femer = cx>^ in den p Berührungs- 
punkten aj, . ., «^ der Curve ^y = und = 0^ in den p Berührungs- 
punkten «{*, . ., a^ der Curve ^^ = 0; er nimmt endlich beim üeber- 
schreiten der Querschnitte ajt und 6* von T' bez. die Factoren an: 

(4) (_i)^»--* und (- 1)^*^-"*. 

Hiemach ist das Quadrat der Function (3) eine Function der 
Coordinaten von x, die an den Querschnitten a, 6, c von T' die 
Factoren 1 annimmt; die also in T selber stetig und ausserdem regulär 
ist. Eine solche Function ist aber nach (I) § 6 eine rationale Func- 
tion der Goordinaten von x. Da sie ausserdem in denselben Punkten 
0* und cx)* wird wie ^^ (x) : ^y (x), so kann sie sich von dieser Punc- 
tion nur um eine von x unabhängige Gonstante c^y unterscheiden (Ib. 
§ 6). Man hat daher die fundamentale Gleichung^): 






In derselben ist jedesmal ^^ {x) von der zerfallenden Form (ax) tpfi (x)j 
wenn fi eine ungrade Charakteristik ist; das entsprechende gilt von 
ifv{x). Die Gleichung (5) gibt zunächst Anlass zu algebraischen Be- 
trachtungen. 

Man nennt den Ausdruck V^fl^f^ix) eine Wurzelfunction. Bei 
gegebenem; kanonischen Querschnittsystem der Fläche T besteht nach 
§ 29 eine eindeutige Zuordnung zwischen den Thetafunctionen ^fil[u} 
und den Berührungscurven ^^ (x) = oder den Wurzelfunctionen 

Ytfii^)] nian kann sageU; die Functionen d'f^iu} und Yi^/iix) sind 
beide derselben zweitheiligen Charakteristik (i zugeordnet. Ebenso 
sind die Quotienten auf beiden Seiten in (5) der Differenz (i — v der 
Charakteristiken fi und v zugeordnet. Diese letztere Zuordnung hat 
noch den geometrischen SinU; dass die aus den Elementen der Cha- 

1) Riemann, Ges. W. S. 134 und 457. Roch, Joum. für Math. Bd. 66 
S. 104. Die Wurzelformen y€p^ mit ungrader Charakteristik v nennt Riemann 
„AbeFsche Fonctionen'S 
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rakteristik fi — v gebildeten Werthe (4) die Factoren angeben^ welche 
die Quotienten in (5) an den gewählten Querschnitten a^ b annehmen. 

Man kann sich auch die Zuordnung der Berührungscurven 
tl^fjt (x) «= oder der Wurzelfunctionen "J^^^ (x) zu den Charakteristiken 
ft bei gegebenem Querschnittsystem a, b ohne Benutzung der Theta- 
functionen hergestellt denken. Man bestimme auf algebraischem Wege 
(s. § 32) das in § 29 definirte System der Berührungscurven ^^(ic) = 
und bilde aus ihm alle möglichen Quotienten ]/^^ (x) : Yifv (x) mit 
demselben Nenner |/^y (x), aber verschiedenen Zählern "/^^(a?). Dann 
ermittele man für sie die Factoren (4) an den Querschnitten a*, 6* 
von T', indem man jeden solchen Quotienten von einem Punkte in 
T' ausgehend über die Fläche T' fortsetzt. Damit kennt man die 
zu jedem solchen Quotienten gehörige Charakteristik ^ — v. Man 
hat jetzt noch diejenige Charakteristik v zu ermitteln, welche die 
Eigenschaft hat^ dass ihre Addition zu den Charakteristiken ^i — v 
eine gerade Charakteristik [i ergibt, wenn die zugehörige Zähler- 
function ^^ (x) eine eigentliche Berührungsfunction des n — 2**° Grades 
ist und eine ungrade Charakteristik (i, wenn iff,{x) eine zerfallende 
Funstion (ccx)q)fi{x) ist. Damit hat man auch zu jeder Wurzelfunc- 
tion y^^ (x) die zugehörige Charakteristik ft. Dass es nur eine solche, 
zu addirende Charakteristik v gibt; folgt daraus, dass die Zuordnung 
der Berührungsfunctionen ^^ zu den Thetafunctionen -ö*^ oder auch zu 
den Charakteristiken fi bei gegebenem Querschnittsystem nach § 29 
eine eindeutige ist. 

Die Zuordnung der Thetafunctionen und Wurzelfanctionen zu den 
Charakteristiken gibt AnlasS; die Operationen der Multiplication und 
Division mit Thetafunctionen oder Wurzelfunctionen abkürzend durch 
die Operationen der Addition und Subtraction an den zugehörigen 
Charakteristiken zu ersetzen. Wir machen sogleich Gebrauch von 
diesem Verfahren bei dem Beweis der folgenden zwei Sätze über 
Wurzelfunctionen^). Dabei soll ein Product von q einfachen 
Wurzelfunctionen mit beliebigen Charakteristiken f&i^ f&g; • •; f^e? ^^^^ 
der Ausdruck: 

VtH^ *^a • • */u^ (6) 

ebenfalls als Wurzelfunction bezeichnet und derselben die Charakte- 

"'*^^ M,^ . . fi, (6a) 

d. h. die Summe der Charakteristiken f^i^ ft^^ . .^ ft^ zugeordnet werden. 

1) Das Princip der Herleitong und einfache Beispiele solcher Sätze über 
Wurzelfunctionen finden sich bei Biemann (Ges. W. S. 456 ff.), vgl. auch Roch, 
Joum. für Math. Bd. 66 S. 106 ff. (1864), Weber, Ab. F. (p « 8) S. 110 ff. u. A. 

16* 
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Der erste Satz bezieht sich auf die linearen Relationen, die 
zwischen Producten von der Form (6) bestehen. Bildet man eine 
Reihe solcher Producte von je q Wurzelfimctionen mit jedesmal an- 
deren Charakteristiken (ft*, . ., ftO (i = 1^ 2, . .), jedoch so, dass die 
Summe der Charakteristiken für alle diese Producte dieselbe ist, oder dass 

(7) (ji[ • • (i^) = ((ii' • • fi^') = • • • (i^od 2), 

so gilt der Satz: 

(I) Es besteht zwischen JQ p(fi — 1) + 2 allgemeinen Wurzel- 
functionen der Form (6) mit derselben Charakteristik (7) 
mindestens eine lineare, homogene Relation der Form 

p(e--i)+» 



(8) 2j ^^>^^/-- V = °5 

oder, eine Wurzelfunction der Form (6) lässt sich stets 
durch ein Aggregat von höchstens p(q — 1)+1 linear un- 
abhängigen Functionen von derselben Form und derselben 
Charakteristik darstellen. 

In der That, man dividire jedes Glied auf der linken Seite von 
(8) durch l/^sTT^jJT, wo v^, . ., v^ p Charakteristiken von der Be- 
schaffenheit sind, dass {v^ . . v^) congruent mit den Charakteristiken 
(7) ist; dann ist der Quotient des i^^ Gliedes eine rationale Func- 
tion von Xy da die Factoren an den Querschnitten a, b von T' nach 
(4) sämmtlich <=» 1 werden, und diese Function ist von der Ordnung 
QP oder sie hat gp 0^ Punkte (die Berührungspunkte der Curven 
ilf i =0, . ., tif i = 0) und Qp oo^ Punkte (die Berührungspunkte der 

Curven ^^^ = 0, . ., ^y = 0). Nach (Ib) § 12 aber besteht zwischen 
je Qp — jp + 2 rationalen Functionen der Ordnung gp mindestens 
eine lineare, homogene Gleichung. Lässt man den gemeinsamen 
Nenner Yih^VT^ weg, so hat man die Gleichung (8). (q. e. d.) 

Am einfachsten sind die Relationen (8) für ^ = 2. Unterscheidet 
man die einer geraden Charakteristik ^ zugeordnete Berührungs- 
function ^^ des n — 2^^ Grades von der einer ungraden Charak- 
teristik V zugeordneten Berührungsfunction gjy des w — 3*®"* Grades, 
so erhält man als speciellen Fall von (8) die Relationen 

WO a,-, /),-, yi constante Coefßcienten sind und vorausgesetzt ist, dass 
die zusammengesetzten Charakteristiken {H'^ii^ oder fti*Vi' oder v^v^ 
für alle Glieder einer Summe einander congruent sind (mod 2). Der 
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Beweis von (9) ist derselbe wie von (8). Dividirt man nämlicli jede 

Summe durch eine ihren Gliedern entsprechend gebildete Wurzelfunc- 

tion, so bestehen die Glieder aus rationalen Quotienten^ die bez. von 

der Ordnung 2p, 2p — 1, 2p — 2 sind. 

Von besonderem Interesse sind die letzten Relationen in (9), nämlich 

p 

da dieselben nur aus Quotienten von g?- Functionen gebildet sind^ die 
sich nach (I) § 23 einer eindeutigen Transformation von F(x, y) = 
gegenüber invariant verhalten. Die Berührungsfunctionen (fy sind nicht 
wie die Functionen ^^ vom Punkte a abhängig; sie werden nur 
mittels der Goefßcienten von F =0 gebildet und enthalten diese in 
rationaler Weise (vgl. § 32). Jede Gleichung der Form (10) muss 
daher durch F = zur Identität werden und umgekehrt muss eine 
Anzahl solcher Gleichungen (10) im Stande sein^ i^ = zu ersetzen. 
Im Allgemeinen werden hierzu p — 2 imabhängige Gleichungen der 
Form (10) genügen. Denn drückt man alle q>^i und 9^,- in den 
Gleichungen (10) durch p linear unabhängige^ adjungirte Functionen 
fii ' ') fp ^^^ ^ — 3*®° Grade aus, so ergibt die Elimination von 
/i, . ., fp aus p — 2 Gleichungen der Form (10) eine homogene 
Gleichung in. f^, f^, f^, Aid mit F =^0 identisch sein muss. 

Ein zweiter Satz bezieht sich auf die rationalen Functionen, 
die sich aus Wurzelfunctionen zusammensetzen lassen. Um denselben 
zu formuliren, seien 

^0; f*i; • •; f^^+i ®i^® gerade Anzahl von Charakteristiken ft, (11) 
^/wo; ^i^i9 ' 'f'^f^n+i ^^® entsprechenden Berührungsfunctionen ^^, (12) 
a^**, aj*!, . ., 0^**^+^ die Berührungspunkte dieser Functionen ^^. (13) 

Unter der Voraussetzung, dass die Summe der Charakteristiken 
(11), (die wir zunächst als gerade Charakteristiken annehmen) der 
Charakteristik congruent (mod 2) ist, dass also 

Po Pi • • /^^+i = (mod 2) (14) 

ist, besteht auch zwischen den zugehörigen Functionen (12) und ebenso 
zwischen den Berührungspunkten (13) eine Abhängigkeit; es gilt näm- 
lich der Satz: 

(II) Unter der Voraussetzung (14) für eine gerade Zahl von 
Charakteristiken ist das Product der zugehörigen Wurzel- 
functionen, also _/- — ; ; ,^-,. 

y%o tM^'" %U + 1 (15) 

eine ganze, rationale Function der Coordinaten des 
Punktes x. 
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Denn dividirt man den Ausdruck (15) durch y^^+* = ^+i, wo 
^^ die zu einer beliebigen Charakteristik fe gehörige Berührungs- 
function ist^ so ist der Quotient eine rationale Function^ weil er nach 
(14) und nach (4) an den Querschnitten a* und 6* von T' die Fac- 
toren 1 hat. Da nun der Nenner ^^+^ für sich eine ganze^ rationale 
Function vom Grade (A + 1) (w — 2) in x (d. h. in den Coor- 
dinaten des Punktes x) ist^ so muss auch der Zähler, d. i. die 
Function (15) eine ganze; rationale Function sein und sich mit 
Hilfe von ^ = ebenfalls auf den Grad (A + 1) (w — 2) in. x bringen 
lassen, (q.e. d.) 

Um (15) in der letztgenannten Form darzustellen, bilde man eine 
allgemeine Curve P (a;) = von dem Grade {k + 1) (w — 2) in ar, 
welche durch jeden der r Doppelpunkte 8 von JF = und durch jeden 
der n — 2 Schnittpunkte £ der Tangente {ax) des Punktes u mit 
2?^= je (A + l)-fach hindurchgeht. Nach dieser Bestimmung setzt 
sich (nach § 11 und 12) die Function P linear und homogen mit un- 
bestimmten Coefficienten zusammen aus (2A-f- l)jp-j~ 1 unabhängigen 
Functionen derselben Art, die ihrerseits vollkommen bestimmt sind 
und deren Coefficienten die Goefficienten von 2^ = und die Co- 
ordinaten des Punktes a in rationaler Weise enthalten. Die Gurve 
P = muss femer i^«« in den 2A + 2 Systemen von Berührungs- 
punkten (13) schneiden. Zur Bestimmung der (2A+ 1)^ noch will- 
kürlichen, nicht homogenen Coefficienten in P sind aber die 2 A 4- 1 
ersten Punktsysteme (13) gerade ausreichend, da die p letzten Null- 
punkte einer ganzen, rationalen Function durch die übrigen bereits 
bestimmt sind (I § 12). Die Goefficienten in P sind also rationale 
und symmetrische Functionen von jedem der (2A + 1) ersten Punkt- 
systeme (13). Bezeichnet man. die so gebildete Function genauer 
durch P(a?,a/'% . ., nt^^)y so hat man die Gleichung: 

(16) V'Mo*/^. • '^,u+v = ^' + ^i^y 

die wir abgekürzt schreiben: 



(17) V^t..^,. . . ^f.^,^, = ?{x,at% .., at^'). 

• 

Die Function P ist vom Grade (A -f- 1) (n — 2) in x und lässt 
sich, wie aus ihrer Bildung hervorgeht, darstellen als homogene 
Function der (A + 1)*®'' Dimension in Functionen des Berührungs- 
systems ^^. Die Function P^ in (16) ist vom Grade (2A-|-2) (n — 2) — n 
in X und wird nach (16) für jeden Doppelpunkt 8 von i^=0 gleich 
0*^, für jeden der Punkte a gleich 0*^+^. 
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Die Darstellung (16) lässt sich geometrisch interpretiren^) 
und gibt den Satz: 

(IIa) Wenn die Summe einer geraden Anzahl 2A + 2 von 
geradein Charakteristiken fe congruent (mod 2) ist^ so 
berühren die zugehörigen Curven ^^^ «« ausser ^=0 
noch sämmtlich eine bestimmte Curve Pi = 0, wo sie der- 
selben begegnen. Die sämmtlichen Berührungspunkte der 
Curven ^^ = mit ^^=0 und mit P^ = liegen auf ein 
und derselben, bestimmten Curve P = vom Grade 
(A + 1) (w — 2) in X. 

Bei dieser Fassung ist von den Doppelpunkten 8 und den Punkten % 
von JF = 0, durch welche ebenfalls die Curven ^^ = 0, P = und 
Pj = hindurchgehen; abgesehen. 

Die vorstehende Betrachtung erfährt eine leichte Abänderung, 
wenn sich unter (11) ungrade Charakteristiken befinden. Dann geht 
jede Function ^*(a?) mit imgrader Charakteristik v über in {ax)q)v(x) 
(§ 29). In Folge dessen tritt eine Reduction der Gleichung (16) oder 
(17) ein, indem auf der linken Seite Factoren der Form (ax) aus- 
scheiden und entsprechend der Grad von P und Pj sich erniedrigt. 

Hat man insbesondere 2A + 2 ungrade Charakteristiken Vq, . ., v^x+i, 
deren Summe ^ (mod 2) und bezeichnet man die zugehörigen Be- 
rührungscurven gjy mit y^^, . ., g^v^x+i ^^^ ^^® Systeme von Be- 
rührungspunkten derselben mit «/», . ., O^"^^ (i = 1, . ., p — 1)» so 
scheidet in (16) der Factor (aa?)*^+^ aus und an Stelle von (16) und 
(17) treten die Gleichungen 

9>vo 9>vi • • 9^*21+1 = P^ + Pi-F 
oder 

Hier wird also das Product der 2Ä -|- 2 Wurzelfunctionen V'gjy^ mit 
Hilfe von F =0 gleich einer ganzen, rationalen Function P in a? vom 
Grade (X -f- 1) (w — 3), deren Coefficienten die Coordinaten des Punktes 
a nicht mehr enthalten. Die Function P lässt sich als homogene Func- 
tion der {X + 1)*®^ Dimension in Functionen des Berührungssystemes ffy 
darstellen; die Function P^ ist vom Grade (2A + 2)(n — 3) — n ia x. 
Daher der Satz: 



(18) 



1) Berührungssätze dieser und allgenieinerer Art (vgl. § 36 Satz III a) sind 
von Clebsch (Joum. für Math. Bd. 63, S. 189 ff.) in grosser Zahl mittels des 
AbePschen Theorems abgeleitet worden. Die obige Beweisführung ist der von 
Clebsch benutzten nahe verwandt; sie beruht, wie diese, auf der Eechnung mit 
Charakteristiken. 
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(IIb) Wenn die Summe einer geraden Anzahl 2^4"^ ^^^ 
ungraden Charakteristiken v congruent ist (mod 2)^ so 
berühren die zugehörigen Curven 9,=0 ausser i^s=0 noch 
sämmtlich eine bestimmte Curve P| ^=0, wo sie derselben 
begegnen und die sämmtlichen Berührungspunkte der 
Curyen (p^ mit F und P^ liegen auf ein und derselben, be- 
stimmten Curve P vom Grad (A + 1) (n — 3) in x. 

§ 31. Lösung des Umkehrproblems. 

Im Anfang von § 30 wurde bemerkt, die Lösung des in den 
Gleichungen (1) § 30 enthaltenen Umkehrproblems geschehe da- 
durch, dass man Beziehungen herstellt zwischen Thetaquotienter 
mit den allgemeinen Argumenten Ui, . ., Up und zwischen algebrai- 
schen und symmetrischen Functionen der p Punkte x^, . ., Xp^ analog 
der Beziehung (5) § 30, die zwischen den speciellen Argumenten 
tf^, . ., Up und den Coordinaten des Punktes x besteht, wenn diese 
Elemente durch die Gleichungen (2) § 30 verbunden sind. 

Wir verallgemeinem indess die Betrachtung, indem wir an Stelle 
von (1) § 30 die Gleichungen setzen (A = 1, ..,!)): 

(1) r, = V fdu, =2 A«** -5 A^*« 

t^j/ Ä5,«/ Äoj/ 

wo q eine beliebige Zahl, x, x^^ . ., Xq und a, a^, . ., a^ zwei Systeme 
von je g -(- 1 beliebigen Punkten sind^). Die letzte Form in (1), in 
der 6 ein beliebiger Punkt ist, zeigt, dass Vh sowohl für die oberen 
Grenzpunkte Xky wie für die unteren Grenzpunkte a« symmetrisch ge- 
bildet ist. Die Aufgabe ist nun, Thetaquotienten mit den Argumenten 
Fj, .., FJ, als algebraische und symmetrische Functionen der Coordi- 
naten sowohl der oberen Grenzpunkte a;*, wie der unteren a^ darzu- 
stellen. Wir untersuchen, wie früher den speciellen Ausdruck (3) 
§ 30, so jetzt den entsprechend gebildeten, allgemeinen Ausdruck 

(2) »,{Vu.., F,):^,(F„.., F,),») 

der ebenso wie in den 2 + 1 Punkten a:*, auch in den 2+1 Punkten 
ak symmetrisch gebildet ist. Der Ausdruck (2) hat, wenn er zunächst 
nur als Function von x betrachtet wird, ähnliche Eigenschaften, 

1) Die in (1) auftretenden Punkte a^ und x^ sollen mit a und x iden- 
isch sein. 

2) Riemann, Ges. W. S. 134. H. Stahl, Joum. für Math. Bd. 111, S.98ff. 
1892). 
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wie der frühere, specielle Thetaquotient. Er ist eindeutig in T\ hat 
an den Querschnitten a^ tuid ij^ ebenfalls die Factoren 

(_!)''*-''* und (-If*-'* (3) 

und wird = 0^ in p Punkten y^, . ., yp und ==oo^ in p Punkten z^y . ., Zp^ 
die nach Satz lY § 29 bestimmt sind durch die Gongruenzen 
(Ä=l, .., i>): 

^Jdu,-\-^Jdu,=0, ^Jdu,+^Jdu,= 0, (4) 

• t 

Der Ausdruck (2) hat femer, wenn man ihn als Function von 
irgend einem anderen der Punkte Xk in (1) betrachtet, genau die- 
selben Factoren (3) an den Querschnitten, wie als Function von x 
und wird ebenfalls in je p Punkten == 0^ und = cx>\ Ist daher S 
irgend eine algebraische, wie T' verzweigte Function von x allein, 
die an den Querschnitten ajt, ik ebenfalls die Factoren (3) annimmt 
und bezeichnet Sk den Werth dieser Function für x «= Xk, so ist der 
darzustellende Ausdruck (2), dividirt durch das Product S 8^ . . 8q 
eine rationale Function der Goordinaten eines jeden der Punkte 
X, x^y . ., Xq. Bezeichnet man diese rationale Function mit Jß, so ist 
die Function (2) dargestellt in der Form^): 

R S Si . . Sq. (5) 

Wir setzen nun für S die einfachste Function, die möglich ist, 
nämlich 



S 



l/^^-^- (6) 



Dann ist, wie die Vergleichung von (2) mit (5) ergibt, die rationale 
Function B in (5) folgendermassen bestimmt. Als Function von x 
betrachtet, wird JB = 0^ in den p Punkten aj (in denen S = oo^ wird) 
und = <x>^ in den p Punkten aj* (in denen 5 = 0^ wird). Sie ist 
femer = 0^ in den p 0^ Punkten y,- und = c»^ in den p oo^ Punkten 
0i der Function (2), welche Punkte bestimmt sind durch die Gon- 
gruenzen (4). In ähnlicher Weise, wie als Function von x, ist R als 
Function von jedem der anderen oberen Grenzpunkte x^, . ., a;^ in (1) 
definirt. 

Um die rationale Function R darzustellen, bilden wir sie zu- 
nächst als Function von x aus den angegebenen 0^ und cx>^ Punkten 



1) Eiemann, Ges. W. S. 135 Anmerkung. 
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nach der Methode des § 12. Dabei braucht man aber die Punkte 
ffi und gi selber gar nicht zu kennen. Diese Punkte lassen sich yiel- 
mehr nach (4) ersetzen durch die q Punkte x^y . .^ x^. Man lege 
durch die r Doppelpunkte 8 von ^ = 0, durch die p Punkte a{* und 
die q Punkte a^, . ., Uq eine Gurve von hinreichend hohem Grade 
gr^ {x) e= 0. Diese Curve wird i^ = noch in einer Anzahl weiterer 
Punkte lij . ., g« schneiden. Legt man nun durch die r Punkte 8 und 
durch die i Punkte l eine Curve desselben Grades^ so hat diese noch 
q lineare^ nicht homogene Coefficienten oder noch q willkürliche 0^ 
Punkte. Wählt man für diese die q Punkte x^y . ., Xqy so sind die p 
letzten 0^ Punkte wegen (4) nach den Sätzen IV § 20 und I § 12 
gerade noch die p Punkte y,-. Bezeichnet man die gebildete Curve 
mit ?P)f {Xy a?i, . ., x^ = 0, so wird der Quotient ^^ {x, x^y . ., x^ : y^^ipo) 
als Function von x 

= 0^ in den p Punkten y^, . ., yp und den q Punkten x^y . ., Xqy 

= oo^ in den p Punkten «f, . ., «^ und den q Punkten a^, . ., a^. 

Entsprechend bestimme man zwei Curven ^v{x) und Wv{Xy x^, . .,iCg^ 
von demselben Grade wie die vorigen, nur mit Benutzung der p 
Punkte ai' statt a^, und t anderen Hilfspunkten £;/, . ., §/, so dass 
der Quotient ^p(x, x^y . ., Xq) : Wy{x) 

= 0^ in den p Punkten 0iy . ., 0p und den q Punkten x^y . ., Xq, 
= cx)^ in den^ Punkten aj, . ., aj und den q Punkten a^, . ., Uq 

wird. Nunmehr hat der Ausdruck 

als Function von x betrachtet, dieselben 0^ und c»^ Punkte wie die 
Function 12, stimmt also nach Satz Ib § 6 mit B bis auf einen von 
X unabhängigen, dagegen von x,y..yXq noch abhängigen Factor über- 
ein. Um die Function B, die in den g' + 1 Punkten x, x^y , ., Xq 
symmetrisch ist, wie aus der Vergleichung von (2) und (5) hervor- 
geht, vollständig zu erhalten, hat man offenbar den Ausdruck (7) nur 
durch Zufügung eines von x unabhängigen Factors ebenfalls in den 
Punkten x, x^, . ., Xq symmetrisch zu machen. Man erhält so f&r H 
den Ausdruck 

/'ö^ V ^ n ^^(^> ^iT -> ^q) YT ^^ (^*) 

^^^ ^ ^''~^.{x,x,,,.yx^)il ^f^{x,y 

wo nunmehr C^iv eine von x^ x^y . ,^ Xq unabhängige Constante ist. 
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Trägt man die Werthe (6) und (8) in (5) ein, so bat man fiir 
den Thetaquotienten (2) folgende Darstellung^): 



*, (F„ . ., F,) '''"' V, {X, x„ . ., «,) 11 V^ (xl) y % (x^) ■ W 

Zur Bestimiaung der Constanten C|uv wähle man (wenn q^ p) eine 
Charakteristik A so, dass k(i und Av gerade Charakteristiken sind 
und setze in (9) x, x^, . ., Xq einmal gleich aj, aj, .., a^, das andere 
mal gleich aj^*, aj'*", . ., a^''*', wo die Punkte aj und oj-"" (i = 0,..,g) 
den Congruenzen genügen: 

während - A\y - -4.^, - A^ halbe Periodensysteme sind, die den Cha- 
rakteristiken l, n, V entsprechen (vgl. (36) § 26). Dann erhält man 
durch die beiden Substitutionen nach (40) § 26 aus (9) Gleichui^en 
von der Form: 

An An 

(11) 

WO Py^ und P^y vollkommen bestimmte, algebraische Ausdrücke sind, 
symmetrisch für jedes einzelne System der Punkte «*, aj, oj^*" . Durch 
Multiplication und Division ergibt sich aus (11): 

^ = 5^ und C», = P^,P,,. (12) 

Hierdurch ist (7^y bis auf das Vorzeichen bestimmt. Das letztere 
ist durch directe Vergleichung der beiden Seiten in (9) zu ermitteln. 
Durch Einführung von (7^y in (9) muss die rechte Seite dieser Glei- 
chung auch in den g+l Punkten a* symmetrisch werden, da dies 
für die linke Seite bereits zutrifft. Das Vorstehende, zusammengefasst, 
gibt den Satz: 

(I) Der Quotient zweier Thetafunctionen mit beliebigen, 
zweitheiligen Charakteristiken fi und 1/, deren Argumente 
Integralsummen 1. Gattung mit einer beliebigen Zahl q-j-l 
von Gliedern und mit beliebigen oberen und unteren 
Grenzpunkten Xt und a* (ä; = 0, 1, . ., q) sind, lässt sich 



^Xfi ^fiv ' 


und 


^Xv ^fiv 




^Xf. ^^. 



1) H. Stahl, 1. c. S. 104. 
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symmetrisch in den Coordinaten dieser zwei Punktsysteme 
darstellen durch rationale Functionen in Verbindung mit 
Quadratwurzeln aus solchen Functionen. 

Dieser Satz wird in § 35 bedeutend verallgemeinert. 

Aus der Gleichung (9) lassen sich in mehrfacher Weise 
specielle Formeln ableiten. Dabei kann man, wenn q besondere 
Werthe hat und die bisher willkürlichen, untern Grenzpunkte 
^09 ^19 • '9 ^q ^^^ Integrale in (1) passend gewählt werden^ die ratio- 
nalen Functionen in (9) auch durch Wurzelfunctionen ersetzen. Die 
zwei einfachsten Fälle sind folgende. 

Erstens sei q= p und aj, . ., Op = «J, . ., «J, d. h. = den 0^ 

Punkten der von a abhängigen Function 'ö'oW ^^®^ V%{^)' ^ 
Stelle von (1) tritt jetzt (A = 1, ..,!>): 

(13) fdu, +^Jd», = n 



aO 



und an Stelle von (9) die Gleichung^) 



^^^^ K (^1» • - yp) ^' ^. (^. ^1- - ^p) fj ^^ (^0 ^ % (^0 ■ 

Die oben angegebene Bildung der rationalen Functionen ^ kann 
hier folgendermassen modificirt werden. Man bilde W^ (x) = als 
Curve des 3(w — 2)*®° Grades in o; so, dass sie durch jeden der r 
Doppelpunkte d von ^«=0 und ebenso durch jeden der n — 2 Schnitt- 
punkte 6 der Tangente (aa;) «= mit ^ = je dreimal hindurch- 
geht. Die noch freien Coefficienten lassen sich dann gerade noch so 
bestimmen, dass diese Curve durch die p Punkte aj* und die p Punkte 
a^ hindurchgeht. Sie ist damit vollständig bestimmt und schneidet 
F==0 noch in p Punkten f^, . ., gp, die von den Punktsystemen 
ccff und aj abhängen. Die Curve ^fi(x, x^, . ., Xp) = ist alsdann 
von demselben Grad 3(w — 2) in x zu wählen und dreifach durch 
jeden der Punkte d und s und einfach durch die p Punkte 5i> • •; &» 
und die p Punkte a?!, .., ajp zu legen, wodurch sie vollständig be- 
stimmt ist. Ebenso hat man ^»(a;) und ^^(x, x^, . ., Xp) zu bilden 
mit dem Unterschied, dass hier statt der p Punkte a^ die p Punkte 
a^ zu nehmen sind, in Folge dessen auch die p Punkte ii andere 
werden. Aus dieser Bildungsweise geht hervor, dass sich die Func- 



1) H. Stahl, Diss. Berlin 1882. S. 15. 
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tionen W in (14) als homogene Functionen des dritten Grades in den 
zu a gehörigen, adjungirten Functionen ^ allein darstellen lassen. 
Hie mach hat man den Satz: 

(n) Der Quotient zweier Thetafunctionen mit beliebigen, 
zweitheiligen Charakteristiken fi und v, in welchen die 
Argumente p + 1-gliedrige Integralsummen 1. Gattung 
sind, deren obere Grenzpunkte beliebig, deren untere 
Grenzpunkte der beliebige Punkt a und das System der p 
0^ Punkte der zu a gehörigen Berührungsfunction ^^ sind, 
lässt sich algebraisch darstellen durch das System der zu 
a gehörigen Functionen ^ und durch die Coordinaten der 
Berührungspunkte dieser ^-Curven. 

Man kann indess die rechte Seite in (14) auch durch lauter 
Wurzelfunctionen darstellen. Die Function Wft,{x^ x^, , .^ Xp): ^fi(x) 
ist als rationale Function von x definirt durch ihre 2p oo^ Punkte 
«^ und a^ und durch p ihrer 2p 0^ Punkte, nämlich Xi, . ., Xp. Man 

kann nun den Nenner Wf^ (x) ersetzen durch ]/^o (x) il^fi (x) . Dies ist 
eine besondere, aus zwei Berührungsfunctionen ^ gebildete Wurzelfunction 
von der Charakteristik ft. Um den Zähler ^^(a?, ^i, "jXp) zu erhalten, 
hat man eine entsprechende, allgemeine Wurzelfunction mit derselben 
Charakteristik ^ zu bilden. Eine solche lässt sich nach (I) § 30 durch 
j> -f- 1 linear unabhängige Wurzelfunctionen derselben Art darstellen, 
also nach (9) § 30 durch einen Ausdruck von der Form 

^hVSJJxj, (15) 

wo S^ (x) = il;^i (x) il;^i {x) und ft» ft» = p (i = 0, 1, . ., p) ist. Be- 

stimmt mau die Coefficienten li so, dass der Ausdruck (15) für 
x^=x^y . ., Xp verschwindet, so hat man den Zähler Wf^{x,x^j . ., x^. 
Hiemach erhält man an Stelle von (14) die Gleichung 



deren rechte Seite der Quotient zweier Determinanten ist, gebildet 
aus den Wurzelfunctionen ]//S* {x) und ]//S» {x) mit den Argumenten 
rc, x^y.yXp, Die Constante (7^y bestimmt sich wieder am einfachsten 
durch die Substitutionen a;, x^, . ., a:p = a, aj, . ., «^ und rc, x^^ . ., Xp 
= a, aY^j . ., a^^", mit der Voraussetzung, dass l^i und Xv gerade 
Charakteristiken sind. 
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Zweitens sei in (9) g = p (2p — 2) und die q Punkte a* seien 
die Schnittpunkte von i^ = mit einer Curve O (a?) = vom Grade 
Q (n — 3) in x, die ausserdem ^a=» in den r Doppelpunkten d je 
^-fach schneidet. 

Dann lässt sich der Nenner ^P"^ (x) in (9) ersetzen durch 

O y^fi (x). Dies ist eine Wurzelfunction mit der Charakteristik fi, 
die in den q Punkten «* (A;=l,..,2) und den p Punkten «J* (i==l,..,|)) 
in erster Ordnung verschwindet und ausserdem noch in gewissen 
Punkten y nämlich in jedem der r Doppelpunkte d von i^««=0 in der 

Ordnung p + ö (ß^^ jeden der beiden Zweige) und in jedem der 

n — 2 Schnittpunkte b der Tangente (aa:) »=* mit 2^ == je in der 

Ordnung - verschwindet. Um den zugehörigen Zähler ^^(iC;^^, ..,^p) 

in (9) zu erhalten^ hat man eine allgemeine Wurzelfunction mit der- 
selben Charakteristik fi zu bilden^ welche in den Punkten d und e in 
derselben Ordnung wie ?P]m (x) und in q -\- p weiteren Punkten ver- 
schwindet. Eine solche Function drückt sich nach (I) § 30 durch 
q + 1 linear unabhängige Functionen derselben Art aus in der Form: 

(17) K^^C^) + V(^)^ h Vt^) . 

Dabei ist die Function JB^ {x) vom Grade 2 p (n — 3) + (n — 2) 
in rc und von a abhängig. Die Functionen I^ix) sind vom Grade 
(2p + 1) (w — 3) und von a unabhängig; sie lassen sich durch 
homogene Ausdrücke der (2(> + 1)**° Dimension in den adjungirten 
Functionen q> von n — 3**" Grade darstellen. Bestimmt man die 
Coefßcienten Ij, so, dass der Ausdruck (17) für x = x^^ , .,Xq ver- 
schwindet, so hat man den Zähler ?P]u(a:, ä^i, . v ^g) ^ (9). Da (ax) 
verschwindet für jr = a, so erhält man ^^{cc, x^, . ., Xq) in Form 
einer Determinante, nämlich: 

4 

Ebenso ist mit ^v(pc) und ?f*V(Ä?7 äj^, . ., Xg) zu verfahren. Setzt 
man nunmehr in (9) rc = a, also an Stelle von (1) (A = l, . ., p): 

(18) F* =^ fdu, (g = 9 (21, - 2)) , 

so erhält man statt (9): 
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^, (F.. . .. F,) - ^"'^^ ^^r^) Yn^ ' ^ ^ 

WO C|uy wieder wie früher bestimmt werden kann. Für q = \ hat 
man den Satz^): 

(III) Der Quotient zweier Thetafunctionen mit beliebigen^ 
zweitheiligen Charakteristiken ft und v^ in welchen die 
Argumente 2p — 2-gliedrige Integralsummen 1. Gattung 
(18) sind, deren obere Grenzpunkte Xk beliebig, deren 
untere Grenzpunkte a* die 0^ Punkte einer g)-Funetion 
sind, lässt sich symmetrisch in den Coordinaten der 
Punkte Xi darstellen durch Wurzelfunctionen, die sich 
allein aus Wurzelfunctionen Vqpy zusammensetzen. 

Ist () = 1, g = 22? — 2, sind ft und v ungrade Charakteristiken, 
\^fi und yq)^ die zugehörigen Wurzelfunctionen und setzt man 



so dass Mi{x) und Ni{x) rationale Functionen sind, die sich allein 
aus 9 -Functionen zusammensetzen lassen, so geht unter Voraus- 
setzung von (18) die Gleichung (19) über in 



Handelt es sich nun um die Lösung des Jacobi'schen Um- 
kehrproblems (1) § 30, so kann man jede der entwickelten Glei- 
chungen (14), (16), (19) oder (21) verwenden, indem man einen Theil 
der oberen Grenzpunkte Xi mit unteren Grenzpunkten zusammenfallen 
lässt. Die Formel (19) oder (21) hat den Vorzug, dass sie nur Quo- 
tienten von qp- Functionen, also nur Elemente enthält, die der ein- 
deutigen Transformation gegenüber invariant sind (§ 23). Wir werden 

1) Die Formel (19) wurde zuerst von Herrn Weber für |)=i3, gf=:4 
(Theorie der Ab. F. ^ =» 3, § 24, 1876) aufgestellt und zur Lösung des ümkehr- 
problems verwerthet; später von Herrn Nöther für gf=*22> — 2 (Math. Ann. 
Bd. 28, S. 367, 1887) und von Herrn Klein far g =« 9(22> — 2) (Math. Ann. Bd. 36, 
S. 40, 1890) verallgemeinert. Für die obige Herleitung aus allgemeineren Formeln 
vgl. H. Stahl, Joum. für Math. Bd. 111, S. 106, 1892. Es ist von Interesse, dass 
dieselbe Formel für g =» 2 j} — 2 und für ungrade Charakteristiken [li und v in 
der obigen Fassung (21) aber etwas anderer Herleitung bereits von Biemann in 
einer Vorlesung Winter 1861/62 (s. Vorwort) entwickelt wurde. 
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indess in den folgenden §§ die Gleichung (14) zu Grunde legen, weil 
sich an ilir die weitere Discussion des Umhehrproblems in ihren 
Grundzügen einfacher und symmetrischer entwickeln lässt^ als an der 
Gleichung (19) oder (21). Zudem schliesst sich diese Behandlung am 
engsten an die Theorie der elliptischen Functionen an. 

Setzt man in (13) und (14) o; «=» a und bildet alsdann die Glei- 
chung (14) für p verschiedene Charakteristiken (i^, . ., fip und die- 
selbe Charakteristik Vy so hat man, in Verbindung mit 

(22) F(x,) = 0, . . ., F(x;) = 0, 

2p Gleichungen, aus denen sich auf algebraischem Wege die Coordi- 
naten der p Punkte x^y . ., Xp als Functionen der Argumente Vh (oder 
Ua in (1) § 30) darstellen lassen. Diese Darstellung muss eindeutig 
sein, da die Lösung des Umkehrproblems (13) nach X § 28 ein- 
deutig ist. 

Wir erwähnen noch eine andere Bestimmungsweise ^) der p Punkte 
Xi als Functionen der Argumente Uh aus den Gleichungen (14). Die- 
selbe gründet sich auf das Additionstheorem der Thetafunctionen, das 
wir, ohne einen Beweis zu geben, voraussetzen. Versteht man unter 
Mh und Uh die Werthe (2) und (1) § 30, nachdem in Uh die unteren 
Grenzpunkte durch a^^, . ., «j,^ ersetzt sind, so sind die p Punkte Xi 
in den Gleichungen (1) § 30 gerade die p 0^ Punkte der Function 
d'^u — U]j, betrachtet als Function von x (I § 29). Nun gibt 
das Additionstheorem der Thetafunctionen Gleichungen der Form 
(t=l, .., 2^): 

(23) »iu-ü}»4»+ü} =^Ai »X, m»,x,iiri »^, W »»Mi W , 

in welchen Ai constante Coefficienten und x, A^, (li zweitheilige Cha- 
rakteristiken sind. Bildet man die in die rechte Seite eingehenden 
Thetafunctionen mit den Argumenten u aus (5) § 30 (indem man für 
(i der Reihe nach ft,* uud xfii setzt, während die Charakteristik v im 
Nenner bleibt), so bestimmen sich die p Punkte Xi aus einer Gleichung 
der Form (i = l, . ., 2^): 

(24) ^5,^a, m ^.x,m Vi^M^^^) = 0. 

i 

in welcher die Argumente U^, . ., Up gegebene Grossen sind. Diese 
Gleichung lässt sich mit Hilfe von F = rational machen in den 
Coordinaten des Punktes x. Denn dividirt man die linke Seite durch 



1) Weber, Ab. F. (|) = 3) § 26. 
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die Wurzelfunction irgend eines Gliedes ^ so hat man eine in x ratio- 
nale Function, die in je 2p Punkten = 0^ und = oo^ wird. Auf ratio- 
nale Form gebracht, stellt (24) eine Curve dar, die i?" «= in den p 
Punkten Xi und ausserdem in p andern Punkten schneidet. Die letz- 
teren sondert man ab, indem man die Gleichung (24) für zwei ver- 
schiedene Charakteristiken x bildet; die gemeinsamen Schnittpunkte 
dieser beiden Gleichungen mit F = sind die gesuchten Punkte a:,-. 
Eine dieser Gleichungen, nämlich die für x »» gebildete, ist bereits 
rational. 

Zur vollständigen Lösung des Umkehrproblems sind noch gewisse 
Bestimmungen zu leisten, die bei der Aufstellung der Gleichung (9) 
und der aus ihr folgenden Gleichungen (14), (16), (19) oder (21) 
vorausgesetzt wurden, nämlich 

1) die algebraische Bestimmung der Wurzelfunctionen }/^^ (x) und 
ihre Zuordnung zu den zweitheiligen Charakteristiken ft (s. § 32); 

2) die Aufstellung der Normalintegrale 1. Gattung und die Be- 
stimmung der Thetamoduln durch die Elassenmoduln (s. § 33). 



§ 32. Bestixnmiing der Berührangsfunotionen ^^. Zuordnung zu 

den Thetaoharakteristiken ft. 

Die erste der Fragen, die nach der Schlussbemerkung von § 31 
für das Umkehrproblem noch zu lösen sind, ist eine algebraische; 
sie betrifft die Herstellung des den zweitheiligen Charakteristiken (i 
entsprechenden Systemes von Berührungscurven ^^ und die Zuordnung 
derselben zu den Thetafunctionen ^^ bei gegebenem Querschnittsystem. 
Wir knüpfen zur Lösung dieser Aufgabe^) an die Betrachtungen des 
§ 29 an. Nach denselben hat man, um die Functionen ^^ zu finden, 
in dem willkürlich gewählten Punkte a die Tangente an F =0 zu 
ziehen und durch die übrigen n — 2 Schnittpunkte € derselben, sowie 
durch die r Doppelpunkte von F alle Curven tp vom Grade n — 2 
zu legen, die JP = in jp Punkten berühren. Eine Curve des n — 2**^ 
Grades, die durch die r Doppelpunkte d geht, hat nach Satz 11 § 10 
noch n (w — 2) — 2r — p + 1 oder, da nach (6) § 5 (n — 1) (n — 2) 
= 2^ + 2r ist, noch p-^n — 1 nicht homogene, lineare Coefficienten. 
Legt man diese Curve noch durch die n — 2 Punkte «, so bleiben 
j> + 1 solcher CoefGcienten oder die Function ^ lässt sich durch 



1) Clebsch u. Gordan, Ab. F. S. 233 u. 266 (1866). H. Stahl, Diss. Berlin. 
S. 17 ff. (1882). 

Stahl, Abel'iohe Functionen. 17 
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|} + 1 linear unabhängige Functionen derselben Art ^^% if^^\ . ., 0(^> 
darstellen in der Form 

(1) f = ^(<» + ri^<i) + • • rptlj^P\ 

Die Functionen ^(»"^ sind nach § 9 S. 74 rational gebildet in den 
Coefficienten von F= und den Coordin^ten des Punktes a. Die 
Coefficienten ^i, .., f^, heissen das Coefficientensystem von ^, 
bezogen auf ip^, ^^^ . ., tl^^^h Dasselbe ist so zu bestimmen, dass 
die 2p Schnittpunkte der Curve ^ = mit F = paarweise zu- 
sammenfallen. Hierzu bilde man die drei Gleichungen 

(2) *-0, F^O, p + Xq = 0, 

wo die letzte Gleichung ein beliebiges Strahlenbüschel mit dem 
Parameter A vorstellt und unterwerfe dieselben drei Eliminations- 
processen. 

Erstens eliminire man die Goordinaten des variabeln Punktes x. 
Dies gibt eine Gleichung in A, welche die Parameter der nach den 
Schnittpunkten von F und ^ gehenden Strahlen bestimmt. Nach 
Absonderung der bekannten, den festen Punkten d und e entsprechen- 
den Factoren ist diese Gleichung vom Grade 2p in X, also von der 
Form 

(3) A = X^P + A,k^P-^ + • • + ^Si»-!* + ^2p = 0, 

wo die Coefficienten Ä rationale Functionen der p Grössen r^, . ., rp 
in (1) sind. Da die 2p durch (3) bestimmten Strahlen paarweise 
zusammenfallen sollen^ so muss A die zweite Potenz eines Ausdrucks 
S vom Grade p in k sein von der Form 

(4) 2 = ^ + aiAP~i -i [- flp-iA + üp. 

Diese Bedingung gibt 2p Gleichungen zwischen den Coefficienten 
von S und A oder 2p Gleichungen, in welche die Coefficienten a< von 

(4) und die Coefficienten r,- von (1) rational eingehen. Man eliminire 

zweitens aus diesen 2p Gleichungen zwischen a,- und r»- die p 
Grössen a,- und erhält dann p Gleichungen, die rational in den r] 
sind. Zu diesen p Gleichungen füge man der Symmetrie halber die 
Gleichung 

(5) r = y^Tj^ H 1- ypTp, 

hinzu, wo die yi beliebige Zahlenwerthe sind und eliminire 

drittens die p Grössen r«*; dann bleibt eine einzige Gleichung 
in r übrig 

(6) iJ = 0, 
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deren Coefficienten rational gebildet sind in den Coefficienten von 
F = und in den Coordinaten des Punktes a. 

Die Bestimmung des Systems der Berührungsfunctionen ^^^ hängt 
nun lediglich von der Lösung der Gleichung JR = (6) ab. Denn 
geht man den beschriebenen Weg zurück, so ergibt sich Folgendes: 

1) Jeder Wurzel r^^ von R = entspricht eindeutig eine Berüh- 
rungsfunction ^^. Da es 2^p solcher Functionen gibt (S. 239), 
so ist die Gleichung R = vom Grade 2^p in r. 

In der That drückt sich im Laufe der dritten Elimination 
das Coefficientensystem r^\ . ., r^^^ von ^^ rational durch die 
zugehörige Wurzel r^'^ von R = aus. 

Man sieht zugleich, dass sich r^> stets auf mannigfache 
Weise rational und symmetrisch durch das zugehörige Coeffi- 
cientensystem r^\ • •? ^^ ^^^ ^/* darstellen lässt. 

2) Jeder Wurzel r^^ von JR == oder jeder Berührungscurve ^^ 
entspricht femer eindeutig eine Gleichung S^ = vom Grade 
p in. L 

Denn im Laufe der zweiten Elimination stellen sich die p 
Coefficienten a^^^ von S^ = rational dar durch die p Grössen 
r^\ . ., r^\ also auch rational durch die eine Wurzel r^\ 

Hieraus folgt, dass auch die rationalen und symmetrischen 
Functionen der p Wurzeln k^\ . ., k^^ von S^ = rationale 
Functionen von r^^ sind. 

3) Jeder der p Wurzeln k^f^\ . ., A^) von S^ = endlich entspricht 
eindeutig einer der p Berührungspunkte a[^\ . ., a^^) der 
Curve ipfi. 

Denn im Laufe der ersten Elimination ergeben sich die 
Coordinaten eines solchen Berührungspunktes a^^ als rationale 
Functionen des zugehörigen Parameters A^'*) und der p Coeffi- 
cienten r^\ . ., r^^ von ij/f^ oder auch nach 1) als rationale 
Functionen von kf^ und der Wurzel r^f'^ Es stellen sich also 
die rationalen und symmetrischen Functionen der Coordinaten 
der ^ Berührungspunkte a^\ . ., a^^ der Curve ^^ rational durch 
die Wurzel r^^ und durch die rationalen und symmetrischen Func- 
tionen der p Wurzeln A(|">, . ., A^^^ oder nach 2) auch rational 
durch die Wurzel r^^ allein dar. 

Umgekehrt lässt sich auf unendlich viele Arten jede ratio- 
nale Function von r^\ wie oben durch das zugehörige Coeffi- 
cientensystem r^\ . ., r^^\ so auch durch die Coordinaten der p 
Berührungspunkte a^^\ . ., a^^ der Curve ^^ rational und sym- 

17* 



(7) 
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metrisch darstellen. Wir drücken dieS; indem wir eine rationale 
Function durch /V; eine rationale und symmetrische Function 
durch frs bezeichnen^ aus durch die Gleichungen: 

r^) «= Frs (ff\ . ., r(f >) = Ors (a^\ . ., «0")) . 

Für die Bildung des Umkehrproblems ist die Eenntniss der ein- 
zelnen Berührungspunkte einer Curve ^^ und folglich auch die Losung 
der Gleichung fi^ = nicht nöthig; es handelt sich dort nur um 
rationale und symmetrische Functionen dieser Berührungspunkte. 

Diese Betrachtungen erhalten eine schärfere Fassung, wenn man 
die Fälle unterscheidet, wo die zweitheilige Charakteristik ft gerade 
oder ungrade ist. Es wurde in § 29 gezeigt, dass die einer ungraden 
Charakteristik v entsprechende Function ^^ (x) von der Form 
(ax) q>v(x)=0 ist, wo (ax) ««0 die Gleichung der Tangente im Punkte 
a und q>y(x) = eine von a ganz unabhängige, der ungraden Cha- 
rakteristik V zugeordnete, adjungirte Curve vom n — 3*~ Grade ist, die 
JF=0 in |> — 1 Punkten a^*^, . ., «(•'^^ berührt. Hieraus folgt, dass die 
Gleichung U = vom Grade 2*^ in r in zwei Gleichungen zer- 
fallen muss. 

Die erste Gleichung i^^ = ist entsprechend der Zahl der 
geraden Charakteristiken (S. 239) vom Grade 2'"^^ (2^ + 1) in r und 
gibt die den geraden Charakteristiken ft zugeordneten Functionen ^^ ; 
ihre Coefficienten enthalten rational die Coordinaten des Punktes a. 
Für die Gleichung B^ = gelten ohne Aenderung die obigen Be- 
trachtungen; man hat denmach den Satz: 

(la) Die algebraische Bestimmung des Systems der Be- 
rührungsfunctionen ^^, die den geraden, zweitheiligen 
Charakteristiken (i entsprechen, hängt ab von der Lösung 
der Gleichung R^ = vom Grade 2^~^ (2^ -f- 1) in r, deren 
Coefficienten rational gebildet sind in den Coefficienten 
der Gleichung F^O und den Coordinaten des Punktes a. 
Durch je eine Wurzel r^^ dieser Gleichung drücken sich 
rational aus: 

1) Die Coefficienten r^\ . ., f^^ der zugehörigen Berüh- 
rungsfunction ^^, 

2) die rationalen und symmetrischen Functionen der p 
Berührungspunkte a^\ . ., a^^ der Curve ^^. 

In diese Darstellungen gehen die Coefficienten von 
JPasO und ausserdem die Coordinaten des Punktes a in 
rationaler Weise ein. 
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Die zweite Gleichung R^ ^^^ ist, entsprechend der Zahl der 
ungraden Charakteristiken (S. 239), vom Grade 2^"*^ (2p — 1) in r 
und liefert die den ungraden Charakteristiken v zugeordneten Func- 
tionen qpy. Die Coefficienten von JBg = sind unabhängig von den 
Coordinaten des Punktes a. 

Um das System der Berührungscurven q)v direct zu erhalten, hat 
man nur die Gleichung (1) zu ersetzen durch 

q, = y(0) -j- r^ g,(i) ^ p y.^_j (pip-i\ (8) 

wo die q>^*^ p linear unabhängige, adjungirte Functionen vom n — 3*®*^ 
Grade vorstellen, deren Coefficienten nach § 9 rational in den Coef- 
ficienten von F gebildet sind. Dann erhält man durch dieselbe Be- 
handlung wie oben statt ^ = eine Gleichung A2 = vom Grade 
2p — 2 in A oder statt S == eine Gleichung Sg = vom Grade 
p — 1 in A. Setzt man endlich statt (5) r = y^r^ + • • + y^— irp_i, 
so ergibt sich durch Elimination der r,- die Gleichung iJg = in r 
vom Grade 2^"^ (2p — 1). Jeder Wurzel r^*^ dieser Gleichung ent- 
spricht eindeutig eine Berührungsfunction q)v mit den Berührungs- 
punkten a^^\ . ., a^^lj. Dabei ist 



/•rs («(-), .., a^l,) = fr (r(-^ ', 






(9) 

Für die Gleichung iJj = gilt daher der Satz: 

(Ib) Die algebraische Bestimmung des Systems der Berüh- 
rungsfunctionen q>vj die den ungraden Charakteristiken v 
entsprechen, hängt ab von der Lösung einer Gleichung 
2Jg = vom Grade 2^""^ (2^ — 1) in r, deren Coefficienten 
rational gebildet sind in den Coefficienten von F = 0, 
Durch je eine Wurzel r^*) dieser Gleichung drücken sich 
rational aus: 

1) Die Coefficienten H**^, . ., r^"^ der zugehörigen Beruh- 
rungsfunction q>v, 

2) die rationalen und symmetrischen Functionen der 
p — 1 Berührungspunkte a^^\ . ., a^^]__^ der Curve q>v 

In diese Darstellungen gehen nur noch die Coeffi- 
cienten von 2^=0 in rationaler Weise ein. 

Aus den vorstehenden Sätzen zieht man Folgerungen über die 
Abhängigkeit der Wurzeln r^^ der Gleichung B = von ein- 
ander und über die Beziehungen der zugehörigen Wurzel- 
functionen )/^^ zu einander^). 

1) H. Stahl, 1. c. S. 20. 
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Es seien, wie in § 30, 

(10) f*oj f*i» • •? f*2^+i ®^® gerade Anzahl von Charakteristiken, 

(11) r^°\ r^^\ .., r^^'ä^+i) die entsprechenden Wurzeln von JB = 0, 

(12) ^^„, tfi^f . ., i^n^x^i ^^® entsprechenden Functionen ^^, 

(13) r^o^, r^»^, . . , r^^2^+i) die Coefficientensysteme derselben, 

(14) a^o, a^», . ., a^**+^ die Systeme von Berührungspunkten derselben. 

Setzt man voraus, dass die Summe der Charakteristiken (10) 
congruent sei, also 

(15) ^of*i f^2^+i = (mod 2) (A > 0) 

und betrachtet demgemäss die 2A -|~ 1 ersten Charakteristiken (10) 
als unabhängig, die letzte ^n^i als abhängig, ebenso in (11) bis (14) 
die letzten Werthsysteme /2^+S *^2^+i; rp^+i)^ «^a^+i als ab- 
hängige, die andern als unabhängige Elemente und berücksichtigt 
man, dass nach (17) § 30 das Product der zu den Functionen (12) 
gehörigen Wurzelfanctionen eine ganze, rationale Function der Coor- 
dinaten von x ist, nämlich 



(16) Vt,.tM. • • ■ . f,>u+i = P (*> '^°> • •> «^"). 

so ergibt sich Folgendes: 

Nach (16) ist jede rationale und symmetrische Function der 

Coordinaten der p Punkte 0^^^*+^, . ., a^*^+Vdes letzten Punktsystems 
in (14) eine rationale Function der Coefficienten in P oder auch eine 
rationale und symmetrische Function der Coordinaten eines jeden der 
2A + 1 ersten Punktsysteme in (14). Nach den Gleichungen (7) ist 

also die letzte Wurzel r^^^^+^) in (11) eine rationale und symme- 
trische Function der übrigen 2il + 1 Wurzeln K-"«) und die p Coeffi- 
cienten r(^2^4-i) (i = 1^ -',p) der letzten Function flffi2X4-i ^^^ 
rationale und symmetrische Functionen eines jeden der Coefficienten- 
systeme r^, .., rf^^^ der Functionen ^^^, .., tl^^^^. Trennt man 

wieder die Fälle, wo die Charakteristiken (10) gerade oder ungrade 
sind, so folgen die Sätze: 

(IIa) Hat man eine gerade Anzahl 2A + 2 von geraden Cha- 
rakteristiken (10), deren Summe ^eO ist (mod 2), so drückt 
sich jede der zugehörigen Wurzeln r^o)^ . .^ y('*2^+i) fler 
Gleichung JR^ = rational und symmetrisch durch die 
2A -f- 1 übrigen Wurzeln aus und das Coefficientensystem 
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jeder der zugehörigen Functionen ^^„, . ., ^^^a+i rational 
und symmetrisch durch die Coefficientensysteme der 
2A + 1 übrigen ^-Functionen. In diese Darstellungen 
gehen die Coefficienten von jP=0 und ausserdem die Co- 
ordinaten des Punktes a in rationaler Weise ein. 

(IIb) Hat man eine gerade Anzahl 2A + 2 von ungraden 
Charakteristiken, deren Summe ^0 ist (mod 2), so drückt 
sich jede der zugehörigen Wurzeln von R^ => rational 
und symmetrisch durch die übrigen 2A + 1 Wurzeln aus 
und das Coefficientensystem jeder der zugehörigen Func- 
tionen (p rational und symmetrisch durch die Coefficien- 
tensysteme der 2A -)- 1 übrigen Functionen g>. In diese 
Darstellungen gehen nur noch die Coefficienten voni^==0 
in rationaler Weise ein. 

Diese Sätze enthalten alle möglichen, rationalen Beziehungen 
zwischen den Wurzeln von JBi = (oder R^ = 0) und ebenso zwischen 
den Coefficientensystemen der Berührungsfunctionen ^ (oder 9). Da 
A > (15), so lässt sich niedrigsten Falles eine Wurzel von JS^ = 
(oder R2 = 0) rational durch drei andere und das Coefficientensystem 
einer ^- (oder tp-) Function durch die Coefficientensysteme von drei 
anderen V^ (oder q>') Functionen ausdrücken. 

Für die vorstehenden Sätze ist wesentlich, dass die Summe einer 
geraden Anzahl von Charakteristiken (10) congruent ist (mod 2), 
dass sich also eine dieser Charakteristiken als Summe einer ungra- 
den Anzahl von anderen Charakteristiken darstellt oder, wie man 
auch sagt, dass sich eine dieser Charakteristiken als wesentliche 
Combination von andern Charakteristiken darstellt. Besondere Be- 
deutung gewinnen daher diese Sätze, wenn man solche Systeme von 
Charakteristiken betrachtet, die die Eigenschaft haben, dass sich jede 
weitere Charakteristik aus ihnen als wesentliche Combination oder 
durch eine ungrade Anzahl zusammensetzt. Solche Systeme bestehen 
aus 2|>-f-2 Charakteristiken und heissen allgemeine Fundamental- 
systeme. Wir kommen auf sie im Abschnitt VIII § 41 ausführ- 
licher zurück und führen hier nur das Wichtigste über sie an. Setzt 
man, wenn ft, 1;, (), . . beliebige, zweitheilige Charakteristiken sind 
(die Congruenzen im Folgenden sind stets (mod 2) zu nehmen): 

^1 =21^1^9 If*; v| =^(^.v/± Villi), 1 

fÄ, 1/, q\ = \v, q\ + \q, ^I + If*, V| = lf*| + l-^l + \q\ + \ltVQ 
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so heisst ein System von 2j) -|- 2 Charakteristiken 

(18) (loy f*l, . .; fl«p + l 

ein allgemeines Fundamentalsystem^ wenn zwischen je drei derselben 
die Relation besteht: 

(19) |fi„ fijt, (ii\ = 1 oder \^\ + \^i\ + |ft,| + \(ii(iklii\ ^ 1. 

Die Charakteristiken (18) sind nicht unabhängig; es bestehen zwischen 
ihnen zwei lineare Relationen, die von der Form sind 

(20) ftof*i . .1^21^ (i2i-^i . . (hp-^i ^ 0; 
so dass anch 

(21) (Iq(Ii . . . ft2p+l = 0. 

Die Zahl der möglichen Fundamentalsysteme ist endlich. Ein Fun- 
damentalsystem kann nur ausnahmsweise (fiir bestimmte Werthe 
von p) aus lauter geraden oder lauter ungraden Charakteristiken be- 
stehen. Die Zahl s der in ihm enthaltenen, ungraden Charakteristiken 
ist nämlich an die Bedingung gebunden: 

(22) s=p (mod 4), 

so dass es z. B. stets Fundamentalsysteme von p ungraden und p-}-2 
geraden Charakteristiken gibt. 

Es lassen sich nun sämmtliche Charakteristiken nach einem ein- 
fachen Gesetz durch die Charakteristiken eines Fundamentalsystems 
darstellen in der Art, dass man den geraden oder ungraden Charakter 
einer jeden Charakteristik sofort erkennen kann. Solche Darstellungen 
heissen kanonisch. Bezeichnet man nämlich die Summe der s un- 
graden oder die Summe der 2|) + 2 — s geraden unter den Charak- 
teristiken (18) mit K und die Summe von i der Charakteristiken (18) 

i 

mit ^ (i, so stellen sich die sämmtlicben Charakteristiken dar durcli 
kanonische Formen, nämlich die 



(23) 



P-f4p — 1 

2p— 1(2^ — 1) ungraden Charakteristiken durch Ä^+ ^fi, 
2P -1 (2P + 1) geraden „ r, K + ^ fi 



wo 9 «== 0, +I7 +2, ••• Diese Formen sind nach (22) sämmt- 
lieh wesentliche Combinationen der Charakteristiken (18). Die Cha- 
rakteristik ist ebenfalls in (20) durch eine solche Combination dar- 
gestellt. 
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Um diese Bemerkungen auf unsere Frage anzuwenden, nennen 
wir das dem Fundamentalsystem (18) von Charakteristiken 
entsprechende System von Wurzeln der Gleichung JR == 

yW^ r(M^)^ . .^ r^f*2p-hl) (24) 

ein Fundamentalsystem von Wurzeln der Gleichung B = 0. 
Dabei entspricht jeder geraden Charakteristik eine Wurzel von jB^ = 0, 
jeder ungraden eine Wurzel von JBj = 0. Wir nennen femer das 
dem Fundamentalsystem (18) entsprechende System von Berührungs- 
functionen ip 

%o> *^x, ••; */U2^+i (25) 

ein Fundamentalsystem von ^-Functionen. Dabei entspricht 
jeder geraden Charakteristik eine eigentliche Function ^(a?), jeder 
ungraden eine zerfallende Function (ax) q> {x). 

Es gibt ebensoviele Fundamentalsysteme von Wurzeln der Glei- 
chung ü == und Fundamentalsysteme von ^-Functionen, wie Fun- 
damentalsysteme von Charakteristiken. Wie jede weitere Charakte- 
ristik (i sich nach (23) aus einer ungraden Anzahl von bestimmten 
Charakteristiken des Systems (18) zusammensetzt, so gehört zu jeder 
weiteren Wurzel r von JS = eine ungrade Anzahl von bestimmten 
Wurzeln des Systems (24) und zu jeder weiteren Function ^ eine un- 
grade Anzahl von bestimmten Functionen des Systems (25). Nach 
(IIa) und (IIb) gilt der Satz: 

(III) Ein Fundamentalsystem von 2^ + 2 Wurzeln von R=0 
hat die Eigenschaft, dass sich durch sie alle übrigen 
Wurzeln von JJ = rational ausdrücken, und ein Funda- 
mentalsystem von 2jp + 2 Functionen f hat die Eigen- 
schaft, dass sich durch ihre Coefficientensysteme die 
Coefficientensysteme alle übrigen Functionen ^ rational 
darstellen. 

Dieser Satz legt die Frage nahe, ob sich die Fundamentalsysteme 
der Wurzeln von JJ = oder die Fundamentalsysteme der ^-Func- 
tionen nicht rein algebraisch und unabhängig von den Fundamen- 
talsystemen der Charakteristiken definiren lassen, um dies zu prüfen, 
gehen wir auf die Gleichungen (19) zurück. Nach ihnen ist ein 
Fundamentalsystem von Charakteristiken definirt als ein System von 
2|9 + 2 Charakteristiken von der Beschaffenheit, dass sich unter je 
dreien derselben und ihrer Summe, also unter den vier Charakte- 
ristiken .fit, (ik, iiif (iiiik(J^i entweder eine ungrade und drei gerade 
oder drei ungrade und eine gerade Charakteristik befinden. 
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Nun drückt sich nach (HI) die zur Charakteristik (lifikfii gehörige 
Wurzel von R = rational durch die zu den Charakteristiken ft,-, ft*, [ii 
gehörigen Wurzeln aus. Daher folgt für ein Fundamentalsystem von 
Wurzeln der Gleichung JB = der Satz: 

(IV) Fügt man zu drei beliebigen Wurzeln eines Funda- 
mentalsystems diejenige, nicht dem System angehörige, 
vierte Wurzel von B = 0, die sich durch die drei ersten 
rational ausdrückt, hinzu, so gehören von diesen vier 
Wurzeln entweder eine zu R2 = und drei zu JBi = oder 
drei zu üg = und eine zu R^ = 0. 

Man hat femer für die ^-Functionen nach (17) § 30 die Gleichung 

(26) V^lwlwiwI'Ni^, - P (^, «!''' «."*' «f '') > 

wo die rationale Function P vom Grade 2(w — 2) in x ist. Hieraus 
folgt für ein Fundamentalsystem von ?fr-Functionen der Satz: 

(V) Fügt man zu drei beliebigen ^-Functionen eines Fun- 
damentalsystems diejenige, nicht dem System angehörige, 
vierte ^-Function, die mit den drei ersten multiplicirt 
das Quadrat einer rationalen Function P von dem Grade 
2(n — 2) gibt, hinzu, so befinden sich unter diesen vier 
^-Functionen entweder eine oder drei eigentliche und 
drei oder eine zerfallende ^-Functionen. 

Man kann diese Eigenschaft der Fundamentalsysteme auch auf 
die Berührungspunkte der ^-Functionen übertragen. Unter den vier 
Charakteristiken fii, fik, (ii, iii^ki't'i befinden sich stets entweder eine 
oder drei ungrade. Ist eine ungrade, so bleibt P in (26) vom Grade 
2w — 4; sind drei ungrade, so reducirt sich, in Folge des Ausscheidens 
von {ax) in (26), P auf den Grad 2w — 5. Ebenso würde sich der 
Grad von P beim Auftreten von zwei ungraden unter den vier Cha- 
rakteristiken auf 2w — 5, von vier ungraden auf 2n — 6 reduciren. 
Die beiden letzten Fälle aber treten nicht ein. Daher folgt für die 
Berührungspunkte der ^-Functionen eines Fundamentalsystems der 
Satz: 

m 

(VI) Die Berührungspunkte von je drei ^-Functionen eines 
Fundamentalsystems können nicht auf einer Curve vom 
Grade 2w — 5 liegen, wenn unter diesen ^-Functionen zwei 
sind, die geraden Charakteristiken entsprechen, und sie 
können nicht auf einer Curve vom Grade 2w — 6 liegen, \ 
wenn unter den ^-Functionen zwei sind, die ungraden 
Charakteristiken entsprechen. 
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Um nun die oben aufgeworfene Frage nach einer rein algebrai- 
schen Definition eines Fundamentalsystems von Wurzeln der Gleichung 
JB = oder eines Fundamentalsystems von ^-Functionen zu beant- 
worten, wäre mit Hilfe der zwischen den Wurzelfunctionen )/^^ und j/^^ 
bestehenden Relationen (9) § 30 zu untersuchen, ob die in den Sätzen 
(IV) und (V) angegebenen, nothwendigen Eigenschaften zur Definition 
solcher Fundamentalsysteme auch hinreichend sind. Diese Unter- 
suchung für allgemeines p durchzuführen, bietet grosse, algebraische 
Schwierigkeiten. Wenn aber die Antwort, wie dies für p = S der 
Fall ist, bejahend ausfällt, so lässt sich noch eine weitere wichtige 
Frage, nämlich die nach der Zuordnung der Berührungsfunction ^^ 
zu den Charakteristiken ^^ auf eine einfachere Art wie früher beant- 
worten. Wir haben in § 30 S. 243 gesehen, wie sich bei gegebenem, 
kanonischen Querschnittsystem die 2^p Berührungsfanctionen ^^ auf 
algebraischem Wege den 2^^ Thetacharakteristiken fi eindeutig zu- 
ordnen lassen. Diese Zuordnung ändert sich, sobald man für das 
ursprüngliche, kanonische Querschnittsystem ein anderes substituirt. 
Es zeigt sich nun (worauf wir im Abschnitt VIII näher eingehen), 
dass bei einer solchen Substitution nicht blos der gerade oder ungrade 
Charakter einer Thetacharakteristik erhalten bleibt, sondern dass auch 
jedes Fundamentalsystem von Thetacharakteristiken und folglich auch 
jedes Fundamentalsystem der Wurzeln von R = und jedes Fundamen- 
talsystem von ^-Functionen in ein anderes Fundamentalsystem derselben 
Grössen übergeht und dass umgekehrt zu jeder Ueberführung eines 
Fundamentalsystems der genannten Elemente in ein anderes eine ent- 
sprechende Substitution von einem kanonischen Querschnittsystem 
durch ein anderes existirt. Hieraus folgt der Satz: 

(VII) Man kann bei der Lösung des Umkehrproblems von 
vornherein einem beliebigen Fundamentalsystem von 
Thetacharakteristiken fu (18), definirt durch die Rela- 
tionen (19), ein beliebiges Fundamentalsystem von Be- 
rührungsfunctionen ^^ zuordnen, definirt durch die in 
Satz V ausgesprochene, rein algebraische Eigenschaft 
(vorausgesetzt, dass diese als hinreichend zur Definition 
eines Fundamentalsystems von Berührungsfunctionen ^^ 
erkannt ist). Für eine jede solche Zuordnung kann man 
nachträglich das entsprechende, kanonische Querschnitt- 
system angeben. 

Die letzte Betrachtung setzt uns in den Stand, der Lösung des 
ümkehrproblems oder dem Satze II § 31 eine andere Form zu geben. 
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Sei wieder (18) ein Fundamentalsystem von Charakteristiken, (24) das 
zugehörige Fundamentalsystem von Wurzeln von JJ = und (25) das 
zugehörige Fundamentalsystem von ^-Functionen. Man kann offenbar 
alle Charakteristiken als wesentliche Combinationen der 2p + 1 ersten 
Charakteristiken (18) allein, nämlich 

(27) ^0, ^1, . ., fi2p 

darstellen, indem man in den Formen (23) fhp-hi ^^^^h (20) durch 
f^2;i+i • • (J^pf also durch eine gerade Zahl von Charakteristiken 
ersetzt, während (i2p^i selber sich nach (21) durch die Summe der 
Charakteristiken (27) darstellt. Demgemäss drücken sich alle Wurzeln 
von B = rational durch die 22? + 1 ersten Wurzeln (24) und die 
Coefficientensysteme aller ^-Functionen rational durch die der 2^ + 1 
ersten Functionen (25) aus. 

Nun waren in (1) alle Berührungsfunctionen ^^ dargestellt durch 
2? + 1 linear unabhängige, adjungirte Functionen tl)^^\ ^^^^, . ., tl^^^^ vom 
Grade n — 2, die rational in den Coefficienten von 2^ = und den 
Coordinaten des Punktes a gebildet sind. Hiemach hat man die den 
2^) + 1 Charakteristiken (27) entsprechenden Berührungsfunctionen 
^^ in der Form (i = 0, 1, . ., 2p): 

(28) ^^. = ^^^) + r^«> ^(*) H \- f<f*i> ^(^), 

wo das Coefficientensystem r^i\ . ., r^^i^ sich nach (la) rational aus- 
drückt in den Coefficienten von JF = 0, in den Coordinaten des 
Punktes a und in der zur Charakteristik ft,- gehörigen Wurzel K'"») 
der Gleichung JB «= 0, deren Coefficienten ebenfalls die Coefficienten 
von F und die Coordinaten von a rational enthalten. Eliminirt man 
aus den 2p + 1 Gleichungen (28) die Functionen tlf^^\ t^^\ . ., ^^^>, 
so erhält man p Gleichungen von der Form (m = 1, . ,, p): 

(29) t^^^„ — Tom !(^^o H h Tpm tf.^ • 

Bezieht man ebenso alle übrigen Functionen des Berührungs- 
systemes ^^ auf die |) + 1 Functionen ^^^, . ., ^^^, so drücken sich 
die Coefficientensysteme und ebenso die rationalen imd symmetrischen 
Functionen der Coordinaten der Berührungspunkte einer jeden solchen 
Function ^^ rational durch die p{p + 1) Coefficienten r,m in (29) 
aus. Dies angewandt auf die Gleichung (14), § 31, gibt folgende 
Ergänzung des Satzes II § 31: . 

(VIII) In der Lösung (14) § 31 des Umkehrproblems lassen \ 
sich die auf der rechten Seite auftretenden Functionen \ 
ausdrücken durch die i> + 1 Functionen ^^^, ^^^, .,., tfi„ 
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ferner alle dabei auftretenden Coefficientensysteme und 
ebenso die rationalen und symmetrischen Functionen der 
Berührungspunkte jeder ^-Curve rational darstellen durch 
die Coefficienten von 2^=0, die Goordinaten des Punktes 
a und die p{^p -{- 1) Coefficienten, welche die linearen Re- 
lationen (29) zwischen 2^ + 1 ^-Functionen eines Funda- 
mentalsystems vermitteln. 

Legt man statt der Gleichung (14) § 31 die Gleichung (19) oder 
(21) § 31 der Lösung des Umkehrproblems zu Grunde, so hat man, 
statt mit den allgemeinen ^-Functionen, nur mit den von a ganz 
unabhängigen, für eindeutige Transformation invarianten g?- Functionen 
zu operiren und wird dem entsprechend zu den Charakteristiken (27) 
möglichst viel ungrade nehmen. Nun gibt es nach (22) nur für 
bestimmte Werthe von p Fundamentalsysteme, die 2p -\- 1 ungrade 
Charakteristiken enthalten. Wohl aber lassen sich für alle Werthe 
von p mit Hilfe der Fundamentalsysteme andere Systeme von 2p'\-l 
ungraden Charakteristiken bilden, deren wesentliche Combinationen 
sämmtliche Charakteristiken ergeben. Ihnen entsprechen solche Systeme 
von 2j} 4" 1 Functionen g), durch deren Coefficientensysteme sich die 
Coefficientensysteme aller übrigen g?- Functionen rational ausdrücken. 
Es würde sich dann noch um die Frage handeln, ob die Gleichung 
JP = durch ein solches System von 2jp + 1 Functionen q> eindeutig 
bestimmt ist und ob sich die Coefficienten von JF = ebenfalls 
rational durch die p(p + 1) Coefficienten, welche die linearen Rela- 
tionen zwischen solchen 2jp + 1 ^-Functionen vermitteln, ausdrücken 
lassen, ob man also diese Jp (l? + 1) Coefficienten allein als das System 
der Elassenmoduln ansehen kann. Auch diese Untersuchung, die an 
die Relationen (10) § 30 zwischen den Wurzelfunctionen V^py anzu- 
schliessen hat, ist bis jetzt nur für |> <= 3 durchgeführt und die Ant- 
wort bejahend. 

Wir gehen auf die Behandlung des Falles ^ = 3 etwas näher ein. 
Für j) e= 3 ist Fipc) «= eine Curve 4. Grades ohne singulare 
Punkte (n = 4; r = 0); die Zahl der Klassenmoduln (§ 22) ist 
^p — 3 = 6. Die den ungraden Charakteristiken v entsprechenden 
Berührungscurven q>v (x) « (§ 29) sind vom Grade w — 3 = 1 ; sie 
berühren F=0 ini>— 1=2 Punkten; ihre Zahl ist 2p-^{2p—1)=28. 
Es sind dies die 28 Doppeltangenten der Curve 4. Ordnung. Für 
JP = 3 kann ein Fundamentalsystem nach (22) d. § 2^ + 1 = 7 un- 
grade Charakteristiken v^, . ., v^ enthalten, deren Summe ^0 ist. 
Ihnen entsprechen 7 unter den 28 Doppeltangenten von der Art, dass 
xiiemals die Berührungspunkte von dreien derselben auf einem Eegel- 
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schnitt liegen (Satz VI). Umgekehrt lässt sich zeigen, dass durch 
7 solcher Doppeltangenten die Curve F ==^ eindeutig bestimmt ist. 
Drückt man die 4 letzten Doppeltangenten des Fimdamentalsystems 
durch die 3 ersten aus, so hat man die (29) entsprechenden Glei- 
chungen (m = 1, . ., 4): 

mit |)(p+l)=12 Coefficienten. Von diesen kann man die drei 
letzten rj^, r^i, ^34 gleich 1 setzen. Zwischen den übrigen 9 Coeffi- 
cienten bestehen, wie die Gleichungen (10) § 30, deren jede für p = S 
die Gleichung 1^=0 ersetzen kann, zeigen, drei algebraische Rela- 
tionen. Die 6 unabhängigen Coefficienten sind die oben erwähnten 
6 Klassenmoduln. Durch die 3 Functionen 9^^, g)^^, g^y, lassen sich 
nun sämmtliche 28 Doppeltangenten (p^ linear ausdrücken; die Coeffi- 
cienten in dieser Darstellung sind rationale Functionen der 9 Coeffi- 
cienten Tim oder algebraische Functionen der 6 Klassenmoduln. Zur 
Losung des Umkehrproblems hat man die zugehörigen Wurzelfunc- 
tionen Y^p^ in die Gleichungen (19) oder (21) § 31 einzuführen und 
die Constante C^y in der früher angegebenen Weise zu bestimmen. 

Die Litteratur, die sich auf diese Behandlung des Falles p ^=S 
bezieht, ist im Wesentlichen folgende. Die Gruppirung der 28 Doppel- 
tangenten der Curve 4. Ordnung ist zuerst untersucht von Hesse, Joum. 
für Math. Bd. 49, S. 243 u. 273 (1853) und von Steiner (ibid. S. 265). 
Riemann (Ges. W. S. 459 ff.) hat durch Zuordnung der 28 Doppeltan- 
genten zu den 28 ungraden Thetacharakteristiken die Uebersicht über 
ihre Gruppirung erleichtert und die Gleichungen der 28 Doppeltan- 
genten oder die linearen Relationen zwischen den Berührungsfunctionen 
(pv in einfacher Form aufgestellt. Herr Weber (Ab. Funct. jp = 3 
S. 85 ff.) vereinfacht die Herleitung noch weiter mit Hilfe der Fun- 
damentalsysteme von 7 Charakteristiken, deren Summe ^ ist (dort 
„vollständige" Systeme genannt) und gibt (1. c. S. 153 ff.) die Ein- 
führung der Wurzelfunctionen Yifv in die Gleichung (19) § 31 mit 
den zugehörigen Constantenbestimmungen. Herr Schottky (Abriss 
einer Theorie der Ab. F. von 3 Variabein, Leipzig 1880) entwickelt 
die Relationen zwischen den Functionen ]/<gp7 und die Lösung des 
Umkehrproblems unmittelbar aus dem Additionstheorem der Theta- 
functionen. 

§ 83. Die Normalintegrale 1. Gattung und die Thetamoduln. 

Die zweite Frage, die nach der Schlussbemerkung von § 31 für 
das Umkehrproblem zu erledigen ist, betrifft die Bestimmung ge- 
wisser transcendenter Elemente, nämlich der p Normalintegrale 



( 



§ 33. Die Normalintegrale 1. Gattung und die Thetamoduln. 271 

1. Gattung Uh und der Thetamoduln ühk, die bei der Aufstellung der 
Formeln in § 31 als gegeben vorausgesetzt wurden. Zur Bestimmung 
dieser beiden Elemente hätte man, wie in § 15 angegeben wurde, p 
beliebige, linear unabhängige Integrale 1. Gattung Vj, . ., Vp zu bilden, 
die Periodicitätsmoduln Amn nnd Bmn von t;„ an den Querschnitten 
am und hrn. durch bestimmte, zwischen den Verzweigungspunkten ver- 
laufende Integrale auszudrücken und durch lineare Gombination der v 
p neue Integrale Wi, . ., Up herzuleiten, von denen Uh an den Quer- 
schnitten ük die Periodicitätsmoduln 0, nur an üh den Modul ici hat. 
Die Integrale Un sind alsdann die Normalintegrale 1. Gattung und ihre 
Periodicitätsmoduln akh an den Querschnitten 6* die Thetamoduhi (§ 27 
S. 218). Diese Operationen lassen sich in der That bei den hyper- 
elliptischen und ähnlichen, explicite gegebenen Integralen in der an- 
gegebenen Weise vollständig durchführen^). Im allgemeinen Falle aber 
wird man dieselben durch andere zu ersetzen suchen^). 

Wir ziehen zunächst einige Polgerungen aus der Gleichung (5) 
§ 30, nämlich 

^^(^i,.->^) _ i/^M ■ . 

indem wir a; = « setzen. Wir unterscheiden hierbei nach dem Cha- 
rakter von ft und v drei Fälle und ersetzen jedesmal die Gleichung 
(1) durch Zufögung gewisser Constanten durch eine andere Gleichung, 
wobei sich nur die Bedeutung der Constanten c^y ändert; wir schrei- 
ben daher c^y statt c^y. 

1. Fall. f( und v sind beide gerade Charakteristiken. 
Wir schreiben die Gleichung (1) in der Form 



*. (t*i, . ., ^) ~ ^' V % w % («)' ^ ^ 

Die Substitution x=a ergibt, wenn zur Abkürzung '9'^(0,..,0) = '9'^ 
gesetzt wird, 

2. FalL f( und v sind beide ungrade Charakteristiken. 
Dann ist V'/u (^) = («^) Vn (pc) und V'r (^) = («^) 9>v {x)] femer «^ c= « 
und al=^ a (§ 29). Wir schreiben an Stelle von (1) 

1) Vgl. z. B. Prym, Theorie der Functionen in einer zweiblättr. Fläche 
Zürich 1866. S. 5ff. Thomae, Ueber eine specielle Klasse AbeFscher Functionen 
HaUe 1877. S. 11 ff. 

2) H. Stahl, Diss. Berlin. 1882. S. 30 ff. 
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^^^ ^ (t*i, . ., «p) ~ ^^'^ V Vr W 9, («)■ ( 

Hier ist c^y wie von a? so auch von a unabhängig; weil die Function 
der linken wie der rechten Seite fär x und a symmetriscli ist und 
g>^ und q>v unabhängig von a sind. Setzt man x = a^ so nimmt die 
linke Seite die Form : an. Man hat also ZäUer und Nenner ein- 
zeln nach X zu differenziren und dann ^ <= a zu setzen. Mit Hilfe 
der Bezeichnung (i = 1, . ., !>): 

(5) — ^^ ^; ' " ^ = ^(0 

und mit Rücksicht auf die aus (10) § 15 hervorgehenden Gleichungen 



(6) 

erhält man 



dx F'y ' ' dx Fy 



i 

Da a ein ganz beliebiger Punkt der Curve jF«=aiO und e^v un- 
abhängig von « ist, so muss die Gleichung (7) für jeden Punkt der 
Curve F{x) ^=^0 eine identische Gleichung sein. Folglich hat man 
für jede ungrade Charakteristik vi 

(8) <P.{!c)^a,'^9ffi(x), 

i 

WO üv eine zu der ungraden Charakteristik v gehörige, von a unab- 
hängige Constante ist. Durch die Gleichung (8) sind die Functionen 
(pv{x) in der § 29 (15) angegebenen Form^ jede bis auf einen noch 
zu bestimmenden Factor Oy^ dargestellt. Nach (7) und (8) ist 

Cfiy =* Üy l (Ifi, 

3. Fall, ft ist eine gerade^ v eine ungrade Charakte- 
ristik. Dann ist V^y (^) s= (are:) 9y (o:) und a^ «» a. Hier muss man 
ausser den ^-Functionen noch andere Elemente von l^(a;) = zu- 
ziehen. Wir schreiben an Stelle von (1) 

^ ^ -ö-^ («1, • •, «p) i/(S5) y 9v («) 9v («) ' 

Setzt man a? = a, so verschwinden '9'r(wi, .., Wp) und y{ax)j 
jedes in 1. Ordnung. Es handelt sich also um die Werthbestimmung 
des Quotienten dieser zwei Functionen^ wozu eine Entwicklung von 
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F(x) '^O oder F{Xy y) = in der Nähe des Punktes a nöthig ist. 
Dieselbe lautet^ wenn man die Coordinaten von a durch (a, ß) be- 
zeichnet und der Einfachheit halber (a^ ß) als einen regulären Punkt 
der Fläche T voraussetzt: 

Fix,y) = ix-u)F'(a) + (i,-ß)F'(pi) 
+l[(x-ayF"ia,a)+2Qc-a)(y-ß)F'Xa,ß) + (y-ßyr'(ß,ß)] + -. 

Nimmt man nun den Ausdruck (ax) für die Tangente des Punktes 
a in der Form an 

(«*) = («-«) F\u) + (y-ß) F'iß), 

SO hat man in der Umgebung von a 



wo 

^ ^4F\a,a)F'{p)F'{p)-2F'\aSF{a)nß)+r'(ß,ß)F\a)F\a)]. 

Femer ist nach (5) und (6) 



L dx -Jv=i 



p 
<— 1 



Aus (9) folgt daher ^ wenn man ^ »> a setzt, 






oder, wenn man von Gleichung (8) Gebrauch macht, 



0. = -^^^.^. (11) 






Nach diesen Vorbereitungen gehen wir über zu der allgemeinen 
Gleichung (14) § 31, nämlich: 



5 



in welcher (Ä = 1, . ., |)): 

ü;. = / d«* i-^JduH . (13) 

« « = 1 „0 

t 

Aus der Bildung der ^ als Functionen von x geht hervor, dass der 
Quotient 

stahl, Abel'sohe Functionen. 18 
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(14a) ^fi(^> ^u • •> ^p) ' ^Ai(^) 

= 0* in den 2p Punkten Xt und y,- ; 

-= cx>^ in den 2p Punkten a° und äff 

und der Quotient 

(14b) ^,(x, x„ .., Xj;):Wrix) 

= 0^ in den 2p Punkten Xi und ;s?,-; 
= cx>^ in den 2p Punkten aj und a^ 

ist. Die Punkte y,- und ßi waren mit Xi verbunden durch die Con- 
gruenzen (4) § 31, die wir schreiben (i, Ä = 1, . ., J>): 

y,- Xi äff- 



(15) 



Sß"*" +2/^"*" =2ß'"' = 

^ * * 

•t aT «: 



^? 



aT 






vi'' 



Wir bestimmen zuerst die Constante C^» in (12). (Vgl. S. 251.) 

Lässt man erstens die Punkte x^, . ., Xp zusammenfallen mit 
«5, • •; «p> so kommt die Gleichung (12) auf die Gleichung (1) zu- 
rück. Denn nach (15) fallen alsdann die Punkte y»- mit äff und die 
Punkte Hi mit a^ zusammen^ so dass sich die beiden Quotienten (14a) 
und (14b) auf Gonstanten reduciren, die durch die angegebene Sub- 
stitution vollkommen bestimmt sind. 

Lässt man zweitens die Punkte x^, . ., Xp zusammenfallen mit 
aj*, . ., a^*; die bestimmt sind durch die Gongruenzen (Ä =» 1, . .,2?): 

(16) 2: \du,= 4+ ' 






2""'' 2 ' 




SO erhält man abermals die Gleichung (1), nur in reciproker Form. 
Denn nach (15) und (16) fallen alsdann die Punkte tfi mit ä^, die 
Punkte 0i mit «^ zusammen. Daher wird der Quotient 

?P|u t^; Xiy . «^ Xp) *Mry(X) l V'pyXf X^^ . ,y Xp) HffiyX) 

als Function von x gleich 0^ in den p Punkten «T und gleich c»* in den p 
Punkten a^. Er geht also^ abgesehen von einer Gonstanten, über in 
i>v{pc)'i>(i{^) und die rechte Seite von (12) erhält, abgesehen von 
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einer Oonstanten^ die Form yilfv{x) : tfiQ"^)- Andrerseits geht der Theta- 
quotient der linken Seite in (12) nach (40) § 26 über in 

trd'v(Ul, . .; Up) :tf^d'f^{tt>ly . ., Up)f 

I 

wo Ty : r^t einen der Werthe + 1 oder — 1 hat. 

Durch die beiden Substitutionen a?,«=a? und a;<«=aj**' (i=l, ..,j)) 
ergeben sich also aus (12) zwei Gleichungen der Form (1), nämlich: 



Hier sind 6r^r und 6?^^ vollkommen bestimmte Ausdrücke^ algebraisch 
und symmetrisch für jedes einzelne System der Berührungspunkte 
«O «A «O ^«^^ o<i®^ ^^^^^ (^I) § 20 nur der Punkte a,°, a,-^, «<'', oder 
endlich nach (7) § 32 algebraisch in den Wurzeln r^^\ r^^ und r^"^ von 
12 = 0. Vergleicht man aber die Gleichungen (17) mit (1), so folgt 
C^v ' Gvfi = Cfir und Cfip : Gfiv = 1 : c^y. Daher ist 

ci^r-(^,^ra.M c^^a^r-.a.^ (is) 

und man hat den Satz: 

(I) Die Constanten c^y in (1) und C^v in (12) sind bis auf 
das Vorzeichen algebraisch vollkommen bestimmt, sobald 
man das System der Berührungsfunctionen ^ und 9 kennt 
und seine Zuordnung zu den zweitheiligen Charakteri- 
stiken. Das Vorzeichen von c^y und C^, ist durch directe 
Vergleichung der beiden Seiten in (1) und (12) zu er- 
mitteln. 

Mit Hilfe der Gleichungen (18) ergeben sich nun Relationen zur 
Bestimmung der Thetamoduln ahh und der Normalintegrale 
1. Gattung Uh. Hierzu unterscheiden wir, wie oben, drei Fälle, in- 
dem wir die Gleichungen (17) entweder auf die Form (2) oder (4) 
oder (9) bringen. Da sich hierbei die Bedeutung von O etwas ändert, 
ersetzen wir 6r durch H. Ebenso wie die Gleichungen (18), erhält 
man in jedem der drei Fälle die Relation Cf^v - Svfi = ^^v und 
Cfiy : H^v = 1 •• ^fiv, woraus 

el^^E.r'.H,^. (19) 

Vergleicht man diesen Werth mit den früheren Werthen von e^^, 
so folgt: 

1) wenn ^ und v beide gerade sind, aus (3) 

18» 
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d.i. die algebraische Darstellung des Quotienten zweier 
geraden Thetafunetionen; 

2) wenn ^ und v beide ungrade sind aus (7) und (8) 

d.i. die algebraische Darstellung des Quotienten von zwei 
der in (8) noch unbestimmt gebliebenen Factoren Oy; 

3) wenn ft gerade, v ungrade ist; aus (11) 



(22) «.-^1/5^, 

d. i. die Darstellung des in (8) auftretenden Factors o, 
in einer aus transcendenten und algebraischen Elemen- 
ten gemischten Form. 

In den Gleichungen (20) bis (22) müssen die Ausdrücke auf der 
rechten Seite von a unabhängig sein^ da es die Ausdrücke auf der 
linken Seite sind. Durch diese Gleichungen wird die Frage nach 
den Thetamoduln und den Normalintegralen in folgender Weise 
gelost: 

(II) Die Thetamoduln ühk lassen sich aus algebraischen 
Elementen näherungsweise berechnen mittels der Glei- 
chungen (20); aus den Werthen der ühh kann man alsdann 
auch den Werth der Grossen d'ft selber annähernd berechnen. 

(III) Die Zähler fi{x) der Normalintegrale Ui bestimmen 
sich aus den Gleichungen (8)^ wenn man die Factoren a^ 
aus (22) eingeführt hat; die Berührungsfunctionen V'/u nnd 
q>v sind bereits in § 32 bestimmt. 

Es schliessen sich noch zwei Bemerkungen an. Die erste 
derselben bezieht sich auf eine Darstellung der Thetamoduln 
ühk und der Quotienten af^züv durch die invarianten Klassen- 
moduln von F(x, y) — (s. § 22). Die Grössen «Ät, (^/i : «y und 
ttr sind 9 wie schon bemerkt ^ unabhängig von dem Punkte a. 
Die beiden ersten Elemente sind aber auch unabhängig von einer 
bestimmten Form der Gleichung F{Xf y) = 0, während der Werth 
von a, selber von der Form von F(x, y) = abhängig bleibt. In 
der That lassen sich die Grössen ühk und a^ : o, allein durch die- 
jenigen Coefficientensysteme ausdrücken, welche die linearen Be- 
ziehungen zwischen den Berührungsfunctionen q> vermitteln. Diese 
Coefücientensysteme sind aber nach (I) § 23 unabhängig von einer 
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bestimmten Form Ton Fioc, y) = und die nämlichen fOr alle Glei- 
chnngen, in die ¥=0 durch eindeutige Transformation übergefQhrt 
werden kann; mit anderen Worten die Grössen ühi und a^iOy sind 
Functionen der inyarianten Elassenmoduln. 

um dies zu zeigen'); bilde man fQr 2mal p verschiedene, ungrade 
Charakteristiken fih und Vh (% = 1, . ., p) die Gleichung (8), indem 
man setzt (die Summationen in den folgenden Gleichungen sind stets 
von 1 bis p zu nehmen): 

9'.* = «/.*^»«/;, 9r,-= <^,2Kfi (23) 

i i 

und definire zwei weitere Functionen des Berührmigssystems 9 durch 
die Gleichungen 

Vm ■= «/.^*;LV« ==^'-/'»9>/.» •=^«'»9'»A») 

• * * (2A^ 

wobei die GoefScienten r, s, q, tt als bekannt vorausgesetzt werden. 
Durch Einftthrung der Werthe (23) in die Gleichungen (24) und durch 
Yergleichung der Ooefficienten von fi erhält man (i, A •= 1, . ,, p): 

h h ' 

Setzt man zur Abkürzung 

und bezeichnet mit ^A(M)y diejenige Determinante, die aus z/(M) 
hervorgeht; wenn man die Charakteristik ft^ durch v ersetzt, so gibt 
die Auflösung des Systems (25) 

^(M) Vf^j^a^j^ = a^^Ä(M)^. , ^(N) s^^a^,^ = a^^A(N)^ , 
Durch Elimination von a^^ und a^^ folgt 

und hieraus 



1) Vgl. Weber, Ab. F. jp == 3. S. 103—110. 
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(26) 



r^,\ ^*(M)^^*(N), 



,8 



< ^.«.. ^a('^).^ä(N), 



Mh "A 



9^, \ ^a(M). 4/NV ' «; 9,, \ ^a(MV^a(N), 



Die erste dieser Gleichungen drückt den Quotienten zweier Pro- 
ducte gewisser j)-gliedriger Determinanten, gebildet aus den Ab- 
leitungen ungrader Thetafunctionen, durch die Coefficientensysteme 
der zwischen den Berührungsfunctionen q> bestehenden Gleichungen 
aus; sie gibt also eine annähernde Bestimmung der Thetamoduln Ont 
durch invariante Elemente. Die zweite Gleichung (26) drückt den 
früher rein algebraisch dargestellten Quotienten a^ : a^ ebenfalls durch 
die Goefficientensysteme der 9 -Relationen und durch die zuvor be- 
stimmten Thetamoduln ahk &us. Verbindet man die letzte Gleichung 
(26) mit (21), so erhält man eine rein algebraische Darstellung der 
Quotienten -^/^(M)^ : ^/^(M)^. 

Eine zweite Bemerkung bezieht sich auf die Darstellung 
von ^fi(0, . ., 0) = '9"^ durch gewisse algebraische und transcen- 
dente Elemente. Schreibt man die Gleichung (10), in der 11 eine 
gerade, v eine ungrade Charakteristik ist: 

i 

WO Pfiv ein algebraischer Ausdruck ist, setzt für a der Reihe nach p 
verschiedene Punkte «', a\ . ., «**, die nicht auf einer adjimgirten 
Curve des n — 3*®° Grades liegen und bezeichnet die entsprechenden 
Werthe von P^^ mit Pj^y, . ., Pj^^, so hat man (ä = 1, . ., p): 



Bildet man diese p Gleichungen für p verschiedene, ungrade Cha- 
rakteristiken v^, . ., Vpy so folgt 









^(i) . . ^(p) 






P' JP' 



PL ' • ^L 



oder in abgekürzter Schreibweise (i, Ä = 1, . ., |)): 



(27) 



*(^) /;(«*)!= p*,_. (^,) 



(*/.)', 



Ist nun (Gl. 5 § 15) Vi, . ., Vp ein beliebiges System von p linear 
unabhängigen Integralen 1. Gattung, sind 971; • •> 9>p die Zähler in den- 
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selben und sind die Periodicitätsmoduln Äiky Bik derselben gegeben 
durch das Schema (13) § 15^ so hat man nach (17) § 15: 



7CtVi = 



ilWt; 



JCtVp 



ip^iy 



also 



Ä*9i(«) =2 An fiipc)} . • ') 7ciq>p{a) —^Äip fi{a). 



Bildet man auch dieses System für die p Punkte «', a", . ., a^, 
so folgt 



(tci)' 



9>i(«l ' • 9j«(«') 



-^11 • • A 



pi 



jaLlt} • • ^ 



■IP 



ipp 



/i(«') • . fpi'»') 



oder abgekürzt geschrieben (i, Jc = l, . ., p): 

(«»)" I 9.(a*) I = I ^,t I i /;(«») |. 



/; (ccP) . . fj,(aP) 



(28) 

Bei der Division von (27) durch (28) hebt sich die Determinante 
/5(a*) I weg und man erhält 



«.(*) 



(*.)' 






Ak 



(«»r |v.(«*) I ■ ^^^^ 

Bildet man die Gleichungen (29) für zwei verschiedene gerade 
Charakteristiken ^ und ^' und dasselbe System von ungraden Charak- 
teristiken Viy . .; Vpy so fallen bei der Division dieser Gleichungen 
durch einander die Determinanten | Äik \ und | (piicck) \ weg und man 
erhält eine algebraische Darstellung des Quotienten d'f^ : d'f^' (a, auch 
Gl. (20)). Bildet man dagegen die Gleichung (29) für zwei verschie- 
dene Systeme von ungraden Charakteristiken v^, .,, Vp und Vi\..,Vp 
und dieselbe gerade Charakteristik ft, so gibt die Division eine alge- 
braische Darstellimg des Quotienten 1 ^^^} 1 : 1 dfi 1 . 

Man erhält noch weitere Darstellungen^ wenn man die Theorie 
der Thetafunctionen zuzieht. Diese gibt^) gewisse Relationen (P) 
die gebildet sind einerseits aus Producten von je p -{- 2 geraden 
Thetafunctionen von der Form d'f^^ und andrerseits aus j>-gliedrigen 
Determinanten mit ungraden Thetafunctionen von der Form 1 d^^} 1 , 

wobei die Fundamentalsysteme von 2p -{- 2 Charakteristiken eine 
Bolle spielen. Aus diesen Gleichungen (P) erhält man durch Division 

1) Dies gut wenigstens für die bis jetzt untersuchten Fälle j9 » 1, 2, 3, 4 
und den hyperelliptischen Fall von allgemeinem p (s. d. Litteratur S. 281). Für 
diese Fälle kann man daher auch die algebraische Darstellung der Ausdrücke 
(30) und (31) vollständig durchführen. 
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andere Gleichungen (Q)^ in welche nur Quotienten von Determinanten 
I «d^*) I und von Functionen d'fi^ eingehen. Man kann nun zunächst den 

Gleichungen (26) eine andere Form geben, indem man mittels der 
Gleichungen (P) die Determinanten auf der rechten Seite in (26) er- 
setzt durch Ausdrücke, die nur gerade ^'f^^ enthalten. Man kann femer 
die Gleichungen (29) umformen. Eliminirt man nämlich aus den 
Gleichxmgen (P) und (29) die Ausdrücke \^^}\ und nimmt die Glei- 
chungen (20) hinzu, so erhalt man eine algebraische Darstellung 
der Functionen 

(30) *,., : vfzrr. 

Eliminirt man dagegen ans den Gleichungen (P) und (29) die Func- 
tionen d'f^^, so erhält man eine algebraische Darstellung der Aus- 
drücke 

(31) \df^\:y\Aa\^+K 

Die Durchfuhrung dieser Rechnungen würde eine genauere 
Eenntniss der Relationen (P) erfordern, die zur Zeit nur fär die 
niedersten Werthe von p ermittelt sind. 

Zu den letzten Untersuchungen ist noch folgende Litteratur nach- 
zutragen. 

Die im Abschnitt VI enthaltene Losung des Umkehrproblems 
entspricht genau dem Verfahren, das in der Theorie der elliptischen 
Functionen eingeschlagen wird. (Vgl. Einleitung zum IL Theil.) Die 
Gleichungen des § 31 bilden in mehrfacher Weise Verallgemeine- 
rungen der Gleichungen (5 — 7) S. 189. Die algebraischen Dar- 
stellungen der Functionen (30) entsprechen den drei ersten Gleichungen 
(9) S. 190, die der Ausdrücke (31) der vierten Gleichung (9) S. 190. 
Die zu diesen Darstellungen nöthigen, im Vorigen erwähnten Rela- 
tionen (P) und (jQ) sind, wie schon bemerkt, nur für die niedersten 
Werthe von p bekannt. In der Theorie der elliptischen Functionen 
beschränken sich die Relationen (P) auf die Gleichung (8) S. 190, 
nämlich n^^d'^d'^ = d^' (Jacobi, Ges. W. L S. 516). Für die hyper- 
elliptischen Functionen (p =» 2) sind die entsprechenden Relationen 
von Rosenhain (Mem. Sav. £trang. XI) durch Verallgemeinerung 
des Jacobi'schen Verfahrens abgeleitet worden. Einen anderen Weg 
zur Bestimmung der Functionen (30) durch die Elassenmoduln hat 
Riemann (Ges. W. S. 131) angegeben. In der Verfolgung desselben 
gelangt Herr Thomae (Joum. für Math. Bd. 66, S. 92fiF. (1865) 
und Bd. 71, S. 218 (1869)) für die hyperelliptischen Functionen von 
allgemeinem p zur algebraischen Darstellung von (30). (Vgl. auch 
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Fuchs, Joum. far Math. Bd. 73, 8. 305 und 324. 1871.) Herr 
Weber hat zuerst den Fall jp = 3 behandelt (Ab. F.p^S 1876) 
und ftir ihn das Umkehrproblem YoUständig gelöst. Er gibt u. A. 
(1. c. S. 40 ff.) die Relationen (Q), ferner (i. c. S. 103—110; 161 und 
167) in etwas anderer Form die obigen Gleichungen (2 — 26). Herr 
Schottky (Ab. F. p = 3. 1880) leitet für i) = 3 die Relationen (Q) 
aus dem Additionstheorem der Thetafonctionen, Herr Frobenius 
(Joum. für Math. Bd. 98 S. 244 ff. 1884) für j) = 1, 2, 3, 4 und für 
den allgemeinen hyperelliptischen Fall die Relationen (P) aus den 
Eigenschaften der Thetafunctionen ab. Wieder auf anderem Wege 
hat Herr Klein (Math. Ann. Bd. 36, S. 67 ff. 1889) für p = 3 eine 
elegante Darstellung von (30) durch die Elassenmoduln gegeben. Von 
Interesse ist, dass Riemann in der in dem Vorwort erwähnten Vor- 
lesung (Winter 1861/2) für jp = 3 bereits die Relationen (P) und die 
obigen Gleichungen (26) mitgetheilt hat. 

Wir schliessen diesen Abschnitt mit einer allgemeinen Bemerkung^). 
Die Lösung des zur Gleichung F{x, y) = gehörigen ümkehrpro- 
blems geschieht für j>>3 nicht durch die allgemeinsten, sondern durch 
specielle Thetafunctionen von p Argumenten. Denn für die all- 
gemeinsten Thetafonctionen bestehen zwischen den Thetamoduln ükk 

nur die ^p (p — 1) Bedingungen a^* == cCkh (Gl. 22 § 25), so dass 

- jP (j) + 1) Thetamoduln ank im üebrigen unabhängig sind. Für das 

Jacobi'sche Umkehrproblem bestimmen sich aber die Thetamoduln a^k 
mittels der Gleichungen (26) durch die 3p — 3 invarianten Elassen- 
moduln von F{x, j/)=0. Von den p^ Thetamoduln sind daher ebenfalls 
nur 3p — 3 unabhängig oder es bestehen zwischen ihnen ausser den Be- 
dingungen ükk = ö*A noch 2i> (p + 1) — (3i? — 3) = - (p — 2) (p — 3) 

Relationen (jT), die transcendenter Natur und bis jetzt nur für den 
niedersten Werth j) »> 4 ermittelt sind^. Die letzten Relationen geben 
den bei dem Jacobi'schen ümkehrproblem auftretenden Thetafunc- 
tionen und den aus ihnen gebildeten, 2jp-fach periodischen Functionen 
einen speciellen Charakter, der den allgemeinen, 2jp- fach periodischen 
Functionen nicht anhaftet. 

Wenn daher im Vorstehenden von der Anwendung des Additions- 
theorems der Thetafunctionen und anderer Thetarelationen die Rede 
ist, so wird dabei stets das Bestehen und die Eenntniss der obigen 
Relationen (T) vorausgesetzt. 

1) Biemann, Ges. W. S. 94. 

2) Schottky, Joum. för Math. Bd. 102. S. 321 ff. (1886), 
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Die Theorie der allgemeinen^ 2|)-facli periodischen Functionen, 
für welche die Moduln ühk nur den Bedingungen ühk^^^ dkh genügen^ 
und der zugehörigen Differentialgleichungen hat bekanntlich zuerst 
Herr Weierstrass^) in Angriff genommen. Die Theorie der allge- 
meinen Thetafunctionen ist Gegenstand ausgedehnter Untersuchungen 
der Herren Prym und Krazer^). Die erste, eingehendere Behand- 
lung von besonderen Fällen in dieser Richtung hat neuerdings Herr 
Wirtinger*) gegeben. 

1) WeierstrasB, Joum. für Math. Bd. 89. S. 1 ff. (1879). 

2) Prym, Unters, üb. d. Biemann'sche Thetaformel. Leipzig 1882; femer 
die Abh. in Journ. für Math. Bd. 93. S. 124 ff. Acta math. III. S. 1—15 nnd 
S. 18—40. (1882). Prym u. Erazer, Neue Grandlage e. Theorie d. allgemeinen 
Thetafunctionen. Leipzig 1892 und Acta math. III. S. 41—77. (1882). 

3) Wirtin g er, Unters, üb. Thetafunctionen. Leipzig 1895. 



Siebenter Absclinitt. 
Allgemeine Darstellungen dnrcli Thetafanctionen. 

Die im vorigen Abschnitt gegebene Lösung des Jacobi*sclien 
ümkehrproblems berubt auf der Darstellung von einfachen Theta- 
quotienten mit p Argumenten Vh durch algebraische und symmetrische 
Functionen der Coordinaten von g + 1 Punkten Xk , welche die oberen 
Grenzpunkte in den Integralsummen V^ sind (GH. 1 und 9 § 31). Der 
siebente Abschnitt beschäftigt sich mit der Verallgemeinerung dieser 
Darstellungen^ nämlich mit der Aufstellung der allgemeinsten Be- 
ziehungen zwischen Thetafunctionen mit den p Argumenten Vh einer- 
seits und algebraischen Functionen oder Abel'schen Integralausdrücken, 
die symmetrisch gebildet sind in den Coordinaten der 2+1 Punkte 
Xk andrerseits. Wir verfolgen dabei den schon früher eingeschlagenen 
Weg, d. h. wir entwickeln diese Beziehungen zuerst für den Fall g = 
oder für die p Argumente % und den oberen Grenzpunkt x und gehen 
von ihnen zu den entsprechenden Gleichungen zwischen den Argu- 
menten Vh und dem Punktsystem Xk über. 

§ 34. Darstellung allgemeiner ThetaquoÜenten mit speoiellen 

Argmnenten^). 

Wir setzen wie früher (ä = 1, . ., i>): 



a 



dUh = Uh (1) 

und beginnen mit der Aufgabe, eine Function mit den p Argumenten 
Uh herzustellen, die, als Function der Coordinaten des oberen Grenz- 
punktes X betrachtet, folgende drei Eigenschaften hat: 

1) Biemann, Gres. W. S. 132 ff. Prym, Theorie der Functionen in einer 
zweiblättrigen Fläche. Zürich 1866, S. 26. H. Stahl, Joum. für Math. Bd. 89, 
S. 170 ff. (1880). Für p = 1 gab die entsprechende Darstellung Her mite, Lettre 
ä Jacobi (Jacobi's Werke II. S. 103) (1845). 
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a) sie soll in der Verzweigungsfläche T gleichviel 0^ und 
cx>* Punkte haben, 

b) sie soll an den Querschnitten a« und hh von T' con- 
stante Factoren annehmen^ 

c) sie soll ausserdem in T' allenthalben eindeutig und 
stetig sein. 

Zur Lösung betrachte man, indem man wie früher abkürzend 

^K — ^1, .., Wp — ep) = ^^w — 4 

setzt, den Ausdruck 

p 

d. h. den Quotienten zweier Producte von gleichviel Thetafanctionen, 
mit den um Constanten vermehrten Argumenten ua, diesen Quotienten 
noch multiplicirt mit einem Exponentialfactor, dessen Exponent eine 
lineare Function der jp Grossen Uh mit constanten Coefficienten ist. 

Die constanten Grossen -4J und G\ seien nur der Bedingung unter- 
worfen, dass keine der Thetafunctionen in (2) identisch für jeden 
Punkt X verschwindet. Der Ausdruck (2) hat nach den Sätzen des 
fünften Abschnittes bereits die sämmtlichen Eigenschaften (a, b, c). 

Denn er wird in T' in gleichviel Punkten 0^ und oo*, nämlich 
= 0^ in pp Punkten a*, . ., a* und 

= cx)* in 92) Ptmkten c*, . ., & {i «=1, . ., p), 

die durch die Congruenzen bestimmt sind 



(3) 






a a 

k k 



(Ä = l, .., j); i = l, .., q). 

Er hat femer an den Querschnitten an und b^ von T^ eonstante 
Factoren, nämlich 

(4) an Qk'. e"^*"^, an h: c+^***''', 

wo die Grössen gi bestimmt sind durch die Gleichungen (Ä=l,..,|)): 

Q P 

(5) 2i^[ — Cp = ffh^i +29kakk^ 
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Das Letztere ergibt sich daraus, dass, wenn x den Querschnitt bh von 
der + zur — Seite überschreitet, nach (6 a) § 27 

»{u — Ä]! den Factor c^^^^ä-^ä^ 

»iu—C} den Factor c-^<^a~^ä) 

annimmt. Im üebrigen ist die Function (2) in T' eindeutig imd 
stetig. 

Durch die Werthe (3) der Grössen Ä und C gehen die Glei- 
chungen (5) über in (A = 1, . ., p): 



i 



ÖA*. (6) 



Von den Qp Punkten a^ können einige mit Punkten e^ zusammen- 
fallen. Dann ist die Zahl der 0^ und oo^ Punkte der Function (2) 
und ebenso die Zahl der Glieder auf der linken Seite in (6) ent- 
sprechend kleiner als Qp, Die vorstehende Betrachtung gibt den Satz: 

(I) Der in den Argumenten Uh (1) transcendente Ausdruck 
(2) stellt eine Function von x dar, welche die unter (a, b, c) 
genannten Eigenschaften besitzt. Dabei sind die 0^ und 
oo^ Punkte und die Factoren an den Querschnitten durch 
die Gleichungen (6) an einander gebunden. 

Wir beweisen jetzt umgekehrt den Satz: 

(II) Die allgemeinste Function Q(x) der Coordinaten von x, 
welche die Bedingungen (a, b, c) erfüllt, lässt sich in den 
Argumenten Uh durch eine Function von der Form (2) dar- 
stellen. 

Zunächst zeigt sich, dass die 0^ und oo^ Punkte und die con- 
stanten Factoren an den Querschnitten von T'y die eine solche Func- 
tion Q(x) hat, nicht unabhängig, sondern durch p Relationen ver- 
bunden sind, die man als das Abel'sche Theorem fdr die Function 
Q(x) bezeichnen kann, da sie eiae Verallgemeinerung des Abel'schen 
Theorems für rationale Functionen der Coordinaten von x bilden und 
sich auf dieselbe Weise wie dieses herleiten lassen (Gl. 10 § 19). 
In der That seien Ij, . ., io die 0^ Punkte und gj, . ., &r die cx>^ 
Funkte von Q(x)] femer seien die constanten Factoren von Q(x) an 
den Querschnitten a^, 6a von T' auf die Form (4) gebracht, wodurch 
die Grössen gn und g^ bis auf ganze Zahlen bestimmt sind, die man 
beliebig wählen kann. Endlich seien die Punkte $,- und ^,* durch kleine 
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Kreise aus T' ausgeschnitten und diese Kreise durch neue Quer- 
schnitte mit dem schon vorhandenen Querschnittsystem an und hh der 
Fläche T' verbunden, wodurch aus T' eine einfach zusammenhängende 
Fläche T" hervorgeht. Indem man nun das Integral J log Q (x) duh 
um die ganze Begrenzung von jf herumfOhrt, erhält man zwischen 
den 26 Punkten S; und f^ und den 2p Grössen gh und gi, die p Be- 
dingungsgleichungen (h = 1, , ., p): 

(7) ^ / duh = g'h^i +^ 9k «a*. 

Dabei ist angenommen, dass die Integrationswege auf der linken Seite 
in (7) passend gewählt sind; bei anderen Integrationswegen würde 
auf der rechten Seite noch ein zusammengehöriges System von 
Periodicitätsmoduln der Integrale Uk hinzutreten. 

Die Gleichungen (7) vorausgesetzt, büde man einen Ausdruck der 
Form (2) folgendermassen. Als Grosse gn nehme man die vorhin für 
Q(x) bestimmten Werthe gh] die Grossen J[^ und 0^ ersetze man durch 
Integralsummen von der Form (3), indem man für die oberen Grenz- 
pimkte a und c zunächst die gegebenen Punkte |{ und g,* verwendet, 
die noch fehlenden beliebig, jedoch im Zähler und Nenner gleich, 
annimmt, wobei nur darauf zu achten ist, dass die in einer Integral- 
summe vereinigten p Punkte nicht auf einer adjungirten *-Curve 
liegen (§ 28 Satz VIII). Die für Q (x) bestehenden Gleichungen (7) 
gehen alsdann bei passender Wahl der Integrationswege in den ge- 
bildeten Integralsummen gerade in die Gleichungen (6) über. Hieraus 
folgt, dass der gebildete Ausdruck von der Form (2) bis auf einen 
von X unabhängigen Factor mit der gegebenen Function Q(x) über- 
einstimmt. Denn der Quotient beider Functionen wird in der Fläche 
T' an keiner Stelle mehr cx> und nimmt an den Querschnitten üh und hk 
die Factoren 1 an; er ist daher in T allenthalben eindeutig und stetig, 
mithin gleich einer Constanten (la § 6). 

Damit ist Satz 11 bewiesen. Die Zahl der zur Darstellung von 
Q (x) im Zähler und Nenner verwendeten Thetaf unctionen kann wegen 
der benutzten Eilfspunkte noch variiren. 

Unter gewissen Bedingungen für die Grössensysteme J., C^g^g' 
die bis jetzt nur durch die p Relationen (5) verbunden waren, stellt 
der Ausdruck (2) eine algebraische Function (allerdings von spe- 
cieller Art) der Coordinaten des Punktes x dar. 

Die allgemeinste, algebraische Function der Coordinaten von x 
ist die Wurzel einer algebraischen Gleichung, deren Coefficienten 



§ 34. Darstellung allgemeiner Thetaquotienten mit speciellen Argumenten. 287 

rationale Functionen der Coordinaten von x sind. Charakteristisch für 
eine solche Function ist^ dass sie in jedem Punkte x der Fläche T nur 
eine endliche Zahl von Werthen annimmt. Nun hat die Function (2) 
bereits die Eigenschaft, dass sie bei einmaligem Ueberschreiten der 
Querschnitte die constanten Factoren (4) annimmt. Die Werihe, die 
sie durch stetige Fortsetzung über die Querschnitte hinüber in dem- 
selben Punkte von T' erlangt, unterscheiden sich also von einander 
durch die Potenzen und Producte der Factoren (4), Soll (2) eine 
algebraische Function sein, also in jedem Punkte x nur eine endliche 
Zahl von Werthen annehmen, so ist nothwendige und hinreichende 
Bedingung, da/ss die Grössen g und g' rationale Zahlen siad. Da 
sich die Factoren (4) nicht ändern, wenn g und g' um ganze Zahlen 
vermehrt werden, so umfasst man alle Fälle, indem man g und g' 
gleich positiven, echten Brüchen mit demselben Nenner m setzt, also 
(A = l, .., jp): 

WO ^ eme ganze, positive Zahl ist und fi^, fi^ ebenfalls ganze, posi- 
tive Zahlen sind, die alle Werthe von bis m — 1 durchlaufen 
können. 

Die auf der rechten Seite in (5) und (6) auftretenden Grössen 
werden 

1 / '^ \ '^Ä 

- [i^h^i + ^ f^* ÖÄ*j = — • (9) 

Das Zahlensystem (8) stellt nach (§ 26 Gl. 28 u. 29) eine w-theilige 
Charakteristik (fc) und das zugehörige Grössensystem (9) ein System 
von zusammengehörigen, tra-theiligen Periodicitätsmoduln der Integrale 
tik dar. An Stelle von (2) tritt der Ausdruck 

»iu^Ä'}.,&iu-^Än ^ ^'^i'''"' (10) 

und (5) und (6) gehen über in die Gleichungen (Ä = 1, . ., 1^)* 



i(^^-co=^ (11) 



oder 



.=1 »'» 



a\ 




d% = 0, (12) 
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welche das Abel'sche Theorem der durch (10) dargestellten, algebrai- 
schen Function von x bilden. Die Factoren des Ausdrucks (10) an 
den Querschnitten sind nach (4) und (8) 

tili , StTT / 



(13) an äa: 6 »" , an 6a: e 

wo sich die ftA aus den Gleichungen (11) bestimmen. Die Factoren 

(13) sind sämmtlich m*® Wurzeln der Einheit. Daher hat die m** 
Potenz von (10) an den Querschnitten von T' die Factoren 1, ist also 
eine rationale Function der Goordinaten von x und zwar von der 
besonderen Eigenschaft^ dass ihre und oo Punkte alle von der m^^ 
Ordnung sind. Der Ausdruck (10) ist die w*" Wurzel einer solchen 
Function. Dies gibt den Satz: 

(III) Der allgemeinste Thetaquotient mit den Argumenten 
Uhj der eine algebraische Function der Goordinaten des 
Punktes x darstellt, ist der Ausdruck (10) mit den Be- 
dingungen (11). Diese algebraische Function ist von spe- 
cieller Art, nämlich die w*® Wurzel aus einer rationalen 
Function P{x) der Goordinaten von a;, deren und oo 
Punkte alle von der w*^ Ordnung sind. 

Umgekehrt beweist man durch dieselbe Betrachtung, die zum 
Satze II führte, leicht den Satz: 

(IV) Ist P{x) eine rationale Function der Goordinaten von 
Xj deren und oo Punkte alle von der m^^ Ordnung sind, 

SO ist die Function y^ix) darstellbar durch einen Theta- 
quotienten der Form (10). 

Um die Function (10) wirklich in algebraischer Form darzustellen, 
wobei die gegebenen Gonstanten Ä\ und C^ nur den Bedingungen (11) 
unterworfen sind, denke man sich den allgemeinen Fall, wo von den 
durch die Grossen A und G gegebenen, aus den Gleichungen (3) ein- 
deutig bestimmten Qp 0^ Punkten a* und gp oo^ Punkten c\ einige 
zusammenfallen, so dass im Zähler und Nenner noch je g (^p) Punkte 
übrig bleiben, die durch o,- und Ci (i^= 1, . ., g) bezeichnet seien und 
die nach (12) den Gleichungen genügen: 

ff «»• 

(14) mS! A«A = 0. 



I/" 



Die w*® Potenz von (10) ist eine rationale Function der Goordinaten 
von Xy die in den g Punkten a,- je = 0*", in den g Punkten d je = cx>"* 
wird und nach § 12 folgendermassen zu bilden ist. Man bestimme 
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eine Curve von hinreichend hohem Grade Ä, die durch die r Doppel- 
punkte S^, . ., Sr von 2^=0 geht; (welche Punkte als Schnittpunkte 
doppelt zählen) und ausserdem F=0 in. den g Punkten Ci je m — 1- 
punktig berührt (d. h. je in m zusammenfallenden Punkten schneidet). 
Man bezeichne diese Curve durch cDq (x, c) = und die noch übrig 
bleibenden s Schnittpunkte derselben mit 2^=0 durch a^, ..,6,. Da- 
bei können unter den s Punkten £ nochmals die r Punkte S sein. Die 
Zahlen n, h, m, g, r^ s sind hierbei durch die Gleichung verbunden 

nie = mg -{- 2r -{• s, (15) 

Legt man alsdann durch die r Punkte S und die s Punkte s eine 
zweite Curve C3(x, a) = von demselben Grade Ä, die JP = in den 
g — p ersten Punkten at je m — 1 -punktig berührt, so lassen sich 
die noch freien Coefficienten gerade so bestimmen, dass die Curve 
noch in weiteren p Punkten je m — 1 -punktig berührt, wie eine Be- 
trachtung analog der auf S. 238 für m = 2 angestellten zeigt. Wie 
dort ist auch hier die Bestimmung der Curve o {x, a) = oder der 
p letzten Berührungspunkte nicht eindeutig, sondern endlich viel- 

deutig. Nach (14) entspricht nämlich dem Werthsystem — , — ein- 
deutig eine solche Berührungscurve, die durch 0^(3?, a) = be- 
zeichnet sei. Da sich diese Curve nicht ändert, wenn die Zahlen [i 
und fi' um ganze Vielfache von m wachsen, so erhält man, indem 
man jeder der Zahlen (i, und fi' alle Werthe 0, 1, . ., w — 1 beilegt, 
ein System von rn^P solcher Berührungscurven 0^(0;, a), die sich 
dadurch unterscheiden, dass in ihnen jedesmal die p letzten Berüh- 
rungspunkte andere sind. 

Nunmehr ist die Function (10) algebraisch dargestellt durch 



Cf^ ycjf, (x, a) : coq (x, c) , (16) 

wo c^ eine von x unabhängige Grösse ist. 

Wir geben dem Resultat noch folgende Fassung. Bildet man 
einen zweiten Ausdruck von der Form (10) mit demselben Grossen- 
system C* im Nenner, aber einem anderen System Bj^ im Zäl^er und 
mit einer anderen m-theiligen Charakteristik (1/), so erhält man durch 
Division beider Ausdrücke die Darstellung 

wo znr Abkürzang gesetzt ist 

®4M,^]) = e " * ]j»iu-A'}. (18) 

t 

Stahl, AbersQhe FimctionexL 19 
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Für den Ausdruck (17) sind die Factoren an den Querschnitten 

(19) a,: e-^^'-''\ h: e+^^*-'*\ 

Femer sind die gp 0* Punkte a[ und die gp oo^ Punkte 6* 
(i «= 1, . ., q) von (17) bestimmt durch die Congruenzen: 

(20) ^fdu, = ÄU ^Jdu, = B^, 

h k 

und die 2qp Grössen Ä\ imd B\^ oder die 2qp Punkte a^ und i\ sind 
mit den Charakteristiken (ft) und (i/) verbunden durch die Relationen 

(21) ^{A\ - SO =^ ^Jdu, = i(tAn- N.). 

In allen diesen Summen ist 

A «=» 1, . ., |}; Aj «= 1, . ., |); i = 1, . ., q. 

§ 35. Darstellung allgemeiner Thetaquotienten mit allgemeinen 

Argumenten^). 

Die bisherige Untersuchung bezog sich auf das specielle Problem 

(1) § 34 und führte in (17) § 34 auf die Darstellung eines Quotienten 
von Thetafunctionen mit den Argumenten Ua durch eine algebraische 
Function der Goordinaten des Punktes x. Mit Hilfe dieser Vor- 
betrachtung lässt sich nun sofort die entsprechende^ allgemeine Auf- 
gabe losen, nämlich unter Voraussetzung, dass (A = 1, . ., p): 

(1) r,=2! fdu„ 

und dass die constanten Grossensysteme A[, . ., Ä* und B*j • ., JB*' 
(i = 1, . ., q) den Bedingungen genügen 

(2) 2'(^J-5J) = 1(M*-N»), 

i 

den Thetaquotienten mit den Argumenten Fa 



1) S. Litteratnr zu § 34. 
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durch eine algebraische und symmetrische Function der Coordinaten 
der Punktsysteme Xj x^y . ., Xq einerseits und a^ a^j , ., Uq andrerseits 
darzustellen. Dies geschieht nach dem Verfahren des § 31. 

Der specielle Ausdruck (17) § 34 hatte als Function von x an den 
Querschnitten von T' die Factoren (19) § 34. Die nämlichen Fac- 
toren besitzt der Ausdruck (3), wenn man ihn als Function von irgend 
einem der 2+1 Punkte Xy x^, , ,y Xq betrachtet. Ist daher 8 irgend 
eine algebraische ^ wie T verzweigte Function der Coordinaten von x 
allein^ die an den Querschnitten ebenfalls die Factoren (19) § 34 an- 
nimmt und bezeichnet St den Werth dieser Function für x <» Xi, so 
ist der darzustellende Ausdruck (3)^ dividirt durch das Product 
SS^ . . 8q eine rationale Function der Coordinaten eines jeden der 
Punkte Xy x^, . ., Xq, Bezeichnet man diese rationale Function durch 
Ry so ist der Ausdruck (3) dargestellt durch 

R.SS^ . . Sq. (4) 

Am einfachsten wählt man für 8 die Function (17) § 34^ nämlich 



8 = y fi>^ {Xj a) : aj^ (Xj b) . (5) 

Dann ist, wie die Vergleichung von (4) mit (3) ergibt, die rationale 
Function R folgendermassen bestimmt. Als Function von x betrachtet, 
wird sie = 0^ in den Qp Punkten 6* (in denen S = cx>^ wird) und 
= cx>^ in den Qp Punkten a^ (in denen 5=0^ wird). Sie wird femer 
= 0^ in den gp 0^ Punkten §• und = cx>^ in den gp cx>* Punkten 
^* der Function (3), welche Punkte nach (I) § 29 bestimmt sind 
durch die Congruenzen (A = 1, . ., JPJ i = 1, . ., g) 

2J ^^* +2J ^*** =4; 2J ^^* +2J ^''^=^\> (6) 

* k 

oder nach (20) § 34 durch die Congruenzen: 

p 5^ q *f p II j^ q *i 

k k 

Für die Darstellung von B braucht man die Punkte |* und fi\ selber 
gar nicht zu kennen; sie lassen sich nach (7) ersetzen durch die 
Punkte a\ und 6*. Um R zunächst als Function von x zu bilden, 
lege man durch die r Doppelpunkte S von ^ «== 0, durch die p Punkte 
flt< (Ä = 1, . .,jp) und die q Punkte «j . . a^ eine Curve Ä* (x) = 0, 

19* 
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die F nocli in t Punkten gj, . ., f/ schneidet; alsdann durch die r 
Punkte Sy durch die t Punkte f und durch die g Punkte x^j,,yXq^ 
eiue Curve desselben Grades ß^ (a?, x^, . ., rr^) = 0, welche alsdann 
2^=0 nach (7) gerade noch in den p Punkten ^\ (Ä = 1, . ., |)) 
schneiden muss. Daher wird der Quotient ß^ (aJ, x^^ . ., a;2):ß^(a;) 
als Function von x gleich 0^ in den p Punkten |^ und den g Punkten 
a?i, . ., Xq und = c»^ in den p Punkten a\ und den g Punkten 
a^, . ., «j. Entsprechend bestimme man zwei Curven Sl\{x) = und 
ü* (rc, a:i, . ., x^ = von demselben Grad wie vorher, mit Benutzung 
der p Punkte h\ statt a^ und t anderen Hilfspunkten g', so dass der 
Quotient Sl[{Xf x^y . ., a;g):ßj(a?) als Function von x gleich 0^ wird 
in den p Punkten lyj. und den g Punkten x^ . . a:^, gleich ocf- in 
den 2> Punkten h^ uud den g Punkten a^ . . Uq, Alsdann hat das 
Product 

als Function von x betrachtet, dieselben 0* und cx)^ Punkte, wie die 
rationale Function Jß, stimmt also mit H bis auf einen von x unab- 
hängigen, dagegen von x^y . ., Xq noch abhängigen Factor überein. 

Um die Function U, die in den Q' + 1 Punkten x^ x^y . ., Xq 
symmetrisch ist, vollständig zu erhalten, hat man offenbar den Aus- 
druck (8) nur durch Zusatz eines von x unabhängigen Factors eben- 
falls in den Punkten Xy x^y . .y Xq symmetrisch zu machen. Man erhält 
so (i = 1, . ., Q] 4 = 0, 1, . ., q) 

(9) B = cM i^fLfilHI^ ^, 

wo die Grösse (7^» eine Constante, d. h. von x, a^, • •> ^i unabhängig 
ist. Trägt man die Werthe (5) und (9) in (4) ein, so hat man für 
den Thetaqaotieuten (3) folgende Darstellung («»»l,.., p;2;=0,l,..,g): 

nm M^-^ — rt TT »a(^. 'gl. • •» «'P ^U»*) -|7 %(^t. «) 

Die Constante CJu^ wird am einfachsten durch die Substitution 
a: = a, x^ = a^y . .yXq^=^ aq und Fj = Fg = • • FJ, = bestimmt. Die 
Gleichung (10) ist alsdann auch symmetrisch tu den g + 1 unteren 
Grenzpunkten «, a^, . ., «g in (1). Diese Betrachtung gibt den Satz: 

(I) Der Thetaquotient (3), dessen Argumente die g + 1- 
gliedrigen Integralsummen (1) mit beliebigen oberen und 
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unteren Grenzpunkten sind^ vermehrt um constante 
Grössensysteme A und By die nur den p Bedingungen (2) 
genügen, lässt sich darstellen durch rationale und sym- 
metrische Functionen der ä + 1 oberen Grenzpunkte 
Xy x^y . ., Xq (und ebenso der 2+ 1 unteren Grenzpunkte 
a, «1, . ,y Uq) in Verbindung mit der mf^ Wurzel aus einer 
ebensolchen Function, in der die Variabein x, x^y . ., Xq 
(und ebenso a, «j, . ., ccq) getrennt auftreten. 

Wir betrachten noch kurz die allgemeine Wurzelfunction 

y(o^(Xy a)y die in (16) § 34 definirt wurde. In der Curve CDQ(ic, c)=0 
waren die g Punkte c beliebig; in den Curven co {Xy a) = sind von 
den g Punkten a,- die g — p ersten beliebig wählbar, die p letzten 
dagegen auf w*^ Arten bestimmt derart, dass jeder der m^^ m-theiligen 
Charakteristiken (fc) ein bestimmtes System von p letzten Punkten ai 
zugeordnet ist. Lässt man die g — p ersten Berührungspunkte a,- der 
Curve o^ (a?, a) = beliebig variiren, so gehören zu den festen 
Punkten 8 und s (s. § 34) noch g — p-fach unendlich viele Curven, 
die ^= in jr Punkten je m — 1 -punktig berühren. Diese Curven 
CD theilen sich, iudem man alle zu derselben Charakteristik (fi) ge- 
hörigen Curven zu einem System zusammenfasst, in m^^ Systeme o^. 
Die zu Grunde gelegte Curve m^ix^ c) gehört dann in das System 
der Charakteristik (fi) = (0), in der alle Zahlen ft, ^' den Werth 
haben. Die m^P Systeme von Berührungscurven ©^ sind völlig ge- 
trennt, d. h. es ist nicht möglich, aus einem System fi durch blosse, 
stetige Aenderung der g — p willkürlichen Berührungspunkte in ein 
anderes System v zu gelangen, wie sich aus (12) § 34 ergibt. Die 
Charakteristik (0) nimmt insofern eiae Sonderstellung ein, als zur 
Bestimmung des ganzen Systems der Berührungscurven co^ eine zur 
Charakteristik (0) gehörige Curve, nämlich ca^^Xy c), im voraus als 
gegeben angesehen wird. 

Die zu den Berührungscurven cd^ (Xy a) = von demselben Grad 
k und mit denselben festen Punkten d und s gehörigen Functionen 

j/cdfiixyd) sollen Wurzelfunctionen von der Charakteristik ft, 
vom Exponenten m und von der Ordnung g heissen. Eine solche 
Wurzelfunction wird in jedem der g Berührungspunkte a< gleich 0^, 

in jedem der r Punkte S gleich 0"* (für den einzelnen Zweig des 

Doppelpunkts) und ebenso in jedem der s Punkte s gleich O". Für 
diese Wurzelfunctionen gelten zwei Sätze, die eine Verallgemeinerung 
der früheren Sätze (I und II § 30) bilden. Der erste Satz bezieht 
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sich auf die linearen Relationen zwischen den Wurzelfonctionen und 
lautet: 

(II) Eine Wurzelfunction y^hi^f ^) ^^^ ^^^ Charakteristik 
fi^ dem Exponenten m und der Ordnung g lässt sich durch 
ein Aggregat von höchstens g — p-^l linear unabhängigen 
Wurzelfunctionen derselben Art darstellen. 

Sind nämlich cD^(^y a), cD^(a?, d), (Ofi(x^ a®), o^(a?, a'), o^(a;, a"), . . 
eine Reihe von Berührungsfunctionen von derselben Charakteristik ft, 
denselben Punkten S und b und mit den Systemen a^a^a^ {i^^O^lj . .) 
von je g Berührungspunkten, so hat der Ausdruck 



als Quotient zweier Functionen der Form (16) § 34 die Eigenschaft^ 
g cx>^ und 0^ Punkte und an den Querschnitten a^ und hh von T' die 
Factoren 1 zu besitzen. Er ist also eine rationale Function der Coor- 
dinaten des Punktes x von der Ordnung g und lässt sich (nach Ib 
§ 12) im Allgemeinen durch g — p + 1 linear unabhängige Func- 
tionen derselben Art und mit denselben oo^ Punkten darstellen. Man 



hat daher^ indem man den gemeinsamen Nenner "/co^(a?, a) dieser 
Functionen weglässt^ die Gleichung 



(11) Vß>/*(^; «) =2h}^^fii^9 «0 



i=0 



unter der Voraussetzung, dass die g — p -{- 1 Wurzelfunctionen der 
rechten Seite linear unabhängig sind. (q. e. d.) 



Die Function |/cD^(a;, a) ist hiemach bis auf einen constanten 
Factor bestimmt, sobald g — p ihre 0^ Punkte gegeben sind, da man 
durch Einführung derselben aus (11) g — p lineare Gleichungen für 
die Verhältnisse der Coefficienten li erhält; hiermit sind auch die p 
letzten 0^ Punkte der Function bestimmt. 

Sind von den g Berührungspunkten at der Curve CD^(fl?, a) die p 
letzteu gleichzeitig 0^ Punkte von q linear unabhängigen q)'Cwtveiij 
so ist, wie man aus den Sätzen in § 12 leicht beweist, die Function 

}/aifi {Xy a) nicht durch g — Pj sondern erst durch g — p + g der 
Punkte ajt eindeutig bestimmt und umgekehrt, ist eine Wurzelfunction 
der betrachteten Art noch nicht durch g — p, sondern erst durch 
g — |} -f' $ 0^ Punkte bestimmt, so sind die p letzten 0^ Punkte zu- 
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gleich 0^ Punkte von q linear unabhängigen 9) -Functionen. Dann 
tritt an Stelle von (11) die Gleichung 

mj z ^ ^[7 - w» 



Ya)f,(x, a) «= ^ h ytOf^ix, af). (IIa) 

Auf gleiche Weise ergibt sich, dass jedes Aggregat von Wurzel- 
functionen von demselben System ft, demselben Exponenten m und 
derselben Ordnung g wieder eine Wurzelfunction derselben Art ist. 
Denn dividirt man ein solches Aggregat durch eine solche Function, 

etwa y(Of^{xy a), so ist der Quotient ein Aggregat von rationalen 
Functionen, also selber rational. Da nun die m^ Potenz des Nenners, 
nämlich CD^(a?, a), für sich rational und vom Grade h ist, so muss 
auch die m^ Potenz des Zählers rational sein und sich mit Hilfe von 
F^^Q auf den Grad Tz und die Form cD^(a;, d) bringen lassen, d. h. 
der Zähler selber oder das Aggregat der Wurzelfunctionen ist von der 

Form y(Ofi{Xj a). (q. e. d.) 

Ein zweiter Satz bezieht sich auf die rationalen Func- 
tionen, die sich aus Wurzelfunctionen bilden lassen. Um denselben 
in allgemeinster Form herzuleiten, halte man bei der Bildung der 

Wurzelfunctionen y ©^ nur die Exponenten m und die r Punkte 8 
und die s Punkte b fest, lasse aber die Charakteristik fi beliebig imd 
den Grad Iz und die Ordnung g der Bedingung (15) § 34, nämlich 

nÄ = wjf -f- 2r -f- s (12) 

gemäss variiren. Eine Wurzelfunction von der Charakteristik fi, dem 



Grad i; und der Ordnung g sei allgemein bezeichnet durch y co^ . Das 
Product von a Wurzelfunctionen 



u 



m 



>^< (13) 

ist offenbar wieder eine Wurzelfunction ähnlicher Art, wie die Einzel- 
factoren, mit dem Unterschied, dass die Function (13) in den Punkten 

1 u. 

S und € nicht in der Ordnung — , sondern in der Ordnung — ver- 
schwindet. Die Charakteristik fi, die der Function (13) zugehört, ist 
bestimmt durch 

fi = (fiifi2 •• f*a) (Daod w), (14) 

d. h. durch Addition der a Charakteristiken fti, . ., ^a- Die Function (13) 
verschwindet femer in der Gesammtheit der Nullpunkte ihrer Factoren. 
Es ist nun leicht anzugeben, unter welchen Bedingungen die Func- 
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tion (13) eine rationale Function der Goordinaten von x darstellt. 
Zuerst muss a^= mg^ d. h. ein ganzzahliges Vielfaches von m sein^ 
damit (13) in den Punkten S und a in ganzzahliger Ordnung ver- 
schwindet. Dann muss die Charakteristik fi, d. h. (fij . . fi^^) ^ (0) 
sein (mod in)j damit die Function (13) an den Querschnitten von T' 
die Factoren 1 habe. Endlich muss noch; wenn i = 1^ . ,y mq ist, 

^Qi theilbar sein durch m oder es muss eine ganze Zahl g existiren 

i 

80, dasB 29i — mg isi Denn aus dieser Bedingung ergibt sich, 

durch Summation der fCLr die Einzelfactoren von (13) gebildeten 
Gleichungen (12), eine Relation, die beweist, dass auch 2^% durch m 

i 

theilbar ist, dass also eine Zahl Tc existirt von der Art, dass 

^Jcf=» mh. Für diese Zahlen g und Je gilt dann ebenfalls die Glei- 
« 

chung (12). Hieraus aber folgt die Existenz eines Systems von Be- 
rührungscurven der Form cd^, d. h. von beliebiger Charakteristik, vom 
Grade Je und der Ordnung g. Dividirt man nun das Product (13), 
gebildet für a ^^ mQ, durch die Functian cd/, so erhält man eine 
in den Coordinaten von x rationale Function, deren Nenner für 
sich rational und vom Grade h ist. Folglich muss auch der Zähler, 
d. i. die Function (13), für a = mQ eine rationale Function Q von 
X sein, die sich mit Hilfe von JP = ebenfalls auf den Grad Je 
bringen lässt. Hiemach hat man analog (16) § 30 eine Gleichung 
von der Form: 



(15) I <=Q^+QiF, 



mg 

«ssl 



oder abgekürzt geschrieben 



mg 



(16). ny<\^Q 

und den Satz: 

(ni) Das Product (13) ist eine ganze, rationale Function 
der Coordinaten des Punktes x unter der Voraussetzung, 
dass a = mQ, J^gi'==»mg (also auch ^Jci = mJc) und (fti-.ft^ ) 
^ (mod m) ist. 

Man kann die Gleichung (15), wie im früheren Fall, geometrisch 
deuten. Sieht man dabei von den Punkten d und s ab, so gilt 

für die m — 1- punktigen Berührungspunkte der Curven o^J der Satz: 

(IHa) Unter den Voraussetzungen des Satzes (HI) berühren 



1 
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die Curven o^j = ausser JPs=0 noch sämmtlich m — 1- 
punktig eine bestimmte Curve ^i = vom Grade mh — n, 
wo sie derselben begegnen. Die sämmtlichen Berührungs- 
punkte der Curven o^j = mit ^=0 und mit ^i«=»0 liegen 
auf einer bestimmten Curve ^ = vom Grade Ä.*) 



§ 36. Speoielle DarsteUungenu Eigensoliaften der Abersohen 

FxLnotionen. 

Die Gleichungen (17) § 34 und (10) § 35 sind die allgemeinsten 
ihrer Art. Man gewinnt aus ihnen wichtige, specielle Formeln, in- 
dem man für m und q die niedersten Zahlenwerthe setzt. Der Fall 
m = 1, 9^=1 ist offenbar auszuschliessen. Denn für m = 1 sind 
die ganzen Zahlen ft, yi' und Vj v' in jenen Gleichungen sämmtlich 
gleich zu setzen (da sie nur bis m — 1 gehen sollen); ist ausser- 
dem 9 = 1, so ist nach (21) § 34 Ah^ Bjl (ä = 1, . ., p) d. h. der 
Ausdruck (17) § 34 und ebenso (10) § 35 reducirt sich auf die 
Einheit. Wir betrachten daher im Folgenden als die einfachsten, 
speciellen Fälle (> = 1, m > 1 und m = 1, q>1. 

Der erste Fall (> = 1, w> 1 fuhrt auf die Darstellung ein- 
facher Thetaquotienten durch algebraische Functionen^). 
Wir schicken eine Bemerkung voraus über die Nullpunkte der Theta- 
function '9'^fwj) mit der m-theiligen Charakteristik (fi). Die Definition 
dieser Function war (Gl. 30 § 26): 

^44 = C.^((t*-iM))e *• , (1) 

wo 

Mt = ft,Äi +^a<jbfi* (i, &= 1, .., p). 

k 

Sind wie früher a^ (i = 1, . ., jp) die p NuUpimkte der Function 
^ ^wj und bezeichnet man die p 0^ Punkte der Function (1) (wie bei 
zweitheiliger Charakteristik) mit a/^ (i = 1, . ., jp), so sind diese 
Punkte ai* nach (7) § 29 bestimmt durch die Congruenzen (Ä = 1,..,|)): 

^ J dUk ^ — Mh, woraus m^ / dun = 0. (2) 

1 = 1 „.0 i=l a^o 



1) Vgl. die Anmerkung S. 247. 

2) H. Stahl, Joum. für Math. Bd. 111. S. 104 ff. (1892). 



298 Siebenter Absclmiti [§ 36. 

Hiemach ist die algebraische Bestimmung des Punktsystems a/*, 
das der w-theiligen Charakteristik (fi) zugehört, folgende (vgl. § 29 
S. 239). Man lege durch die r Doppelpunkte 8 von jF = eine Curve 
Xo (^) = ö ^^^ hinreichend hohem Grade Ä, die F in den p Punkten 
a,® je m — 1 -punktig berührt. Die übrigen s Schnittpunkte derselben 
seien s^, . ., Sg. Dann lässt sich durch die r Punkte 8 imd die s 
Punkte 6 ein System von Curven ^ (^) = von demselben Grade Je 
legen, die JP= in p- Punkten je m — 1 -punktig berühren. Wegen 
der Eindeutigkeit des ümkehrproblems entspricht nach (2) jeder m- 
theiligen Charakteristik (fi) eine solche Curve Xfi(x) mit p bestimmten 
Berührungspunkten, nämlich den Punkten ck/*, die gleichzeitig die p 
0* Punkte der zugehörigen Thetafunction -ö*^ f ««)) (1) sind. Das System 
der Berührungscurven %^ (x) = enthält daher ebenso viel Curven, 
als die Zahl der m-theiligen Charakteristiken (ft) beträgt, d. h. m^^ 
Curven, die Curve Xq (x) = 0, der Charakteristik (ft) ^ (mod m) ent- 
sprechend, inbegriffen. 

Mit Hilfe der Punkte «/* (i = 1, . ., p) ergeben sich zugleich die 
0^ Punkte rrj, . ., Xp der Function -ö*^ ((m — e)) oder auch nach (1) der 

Function Q'\\u — e Mj). Diese Punkte sind nach (7) § 29 be- 
stimmt durch die Congruenzen 

oder wegen (2) durch (ä «= 1, . ., p): 

(3) ^fdu, = e,, 

t 

SO dass der Satz lY § 29 auch für m-theilige Charakteristiken gilt. 
Wir setzen nun in (17) § 34 p «= 1 und wählen zur Verein- 
fachung für die in (20) § 34 definirten Punksysteme ö/ und bk bez. 
die Systeme aj^ imd ajj, d. h. die 0^ Punkte der Functionen ^f^^u} 
und O-^r^w)), so dass die Grössen Äh und JBa' in (20) § 34 übergehen 
in (Ä e=a 1, . ., p): 

^ r"^ 1 ^ /•"* 1 

(4) Ah=^ JdUk=-tAk, B^=2^ JduH = - Nä, 

wodurch die Bedingungen (21) § 34 erfüllt sind. Dann geht der 
Quotient der linken Seite von (17) § 34 gerade in ^fiiu} : d'^^u} über 
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und der Quotient der rechten Seite in /;Cft (a?) : Xv (x) , wo Xfj, (x) und 
%y(a;) die vorhin definirten^ den m-theiligen Charakteristiken ^ und v 
entsprechenden X" Functionen sind. Man hat also die Gleichung 



die genau der Gleichung (5) § 30 für zweitheilige Charakteristiken 
entspricht. 

Ersetzt man die Argumente % durch die Integralsummen (^=^l;..;j!>): 

n = '^ fdu, (6) 

mit beliebigen ^ -|- 1 oberen und unteren Greuzpunkten x, x^, . ., Xg 
und a, ((,, . ., ffj, so erbalt man nach (10) § 35 die Gleichung 



»AV} 



^"^ X, (X, X,,.., x^) 11 X^ (X,) y z, (X,) ' ^'> 



die eine Verallgemeinerung der Gleichung (9) § 31 für zweitheilige 
Charakteristiken hildet. 

Die Functionen JT^ und Xv in (7) sind als Functionen von x 
nach § 35 folgendermassen zu hilden. Man lege durch die r Doppel- 
punkte S von ^ = 0, durch die p in (4) bestimmten Punkte aj^ und 
die q Punkte «j, . ., «^ eine Curve Xfi(x) ==0, die ^=0 noch in t 
Punkten tu • •; & schneidet; alsdann durch die r Punkte S, die t 
Punkte g und die q Punkte x^, . ., Xq eine Curve desselben Grades 
Xfi(Xy Xi, . ., Xq) = 0. Entsprechend sind Xv(x) und Xv(x, x^, . ,,Xq) 
zu bilden. Nach (7) hat man den Satz: 

(I) Der Quotient zweier Thetafunctionen mit beliebigen, 
9M-theiligen Charakteristiken fi und v^ deren Argumente 
Integralsummen 1. Gattung mit beliebigen^ oberen und 
unteren Grenzpunkten Xk und Uk (Ä = 0, 1, . ., q) sind, lässt 
sich symmetrisch in den Coordinaten dieser zwei Punkt- 
systeme darstellen durch rationale Functionen in Ver- 
bindung mit der m^^ Wurzel aus solchen Functionen. 

Man kann die Gleichung (7) weiter specialisiren und dabei, wenn 
man die Zahl q und die bisher willkürlichen, unteren Grenzpunkte a* 
der Integrale passend wählt, die rationalen Functionen in (7) durch 
Wurzelfunctionen ersetzen. 
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Es sei (wie § 31, S. 252) q =p und o^, . ., Op = a^^, . ., «/, 
d. h. = den 0^ Punkten von -^o Wj ^^^^ (^ = 1; • • P)* 

8) Vh = JduH +^J'du„ . 

Die rationale Function Xfi(x, x^, . ., a?p) : X^ (x) ist definirt dnrcli 
ihre 2p oo^ Punkte a*® und aj^ und durch die 2> ersten ihrer 0^ Punkte, 
nämlich x^, . ., Xp. Man kann nun den Nenner Xf^(x) ersetzen durch 

Vxo (^) X/* (pO • ^^^^ is* ®"^® Wurzelf unetion der in § 35 besprochenen 
Art; sie ist von der Charakteristik ft, von der Ordnung 2jp und ver- 
schwindet in erster Ordnung in den 2p Punkten a*^ und ajf, in der 

Ordnung — in den festen Punkten, nämlich den r Doppelpunkten d 

und den s Punkten £. Der Zähler Xf^(Xj x^^ . ., Xp) muss ebenfalls 
eine Wurzelfunction von der Charakteristik (i und der Ordnung 2p 
sein mit denselben festen Punkten. Eine solche Function lässt sich 
nach (II) § 35 durch i? + 1 linear unabhängige Functionen derselben 
Art darstellen in der Form 



m 



(8a) 2'^'V^W' 

WO 

^ (^) = Xf^.i (^) Xf,,i (^) und f^i* + fig«- = (i (mod m). 

Bestimmt man die CoefGcienten U so, dass der Ausdruck (8 a) 
für X = x^, . ., a?p verschwindet, so hat man den Zähler Xfi(x, x^, . ., Xp). 

Hieraus folgt 

p 

Xfl \Xy Xlf . ., Xp) l J^ JJ Xfl [XkJ 

* = 

und weiter aus (7) für die Argumente (8) die Darstellung 

^ mj — m, m, 



eine Verallgemeinerung von (16) § 31. 

Der zweite Fall m = 1, p > 1 fuhrt auf die Darstellung von 
Thetaquotienten durch rationale Functionen und umgekehrt. 

Für m = 1 werden die Zahlen f*, ft' und v, v' in (17) § 34 
sämmtlich = 0. Die Bedingungen (21) § 34 lauten jetzt (^==1, .., jp): 
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i 



iA --»1 = (10) 

und, wenn diese Bedingungen erfüllt sind, hat man nach (17) § 34 
für die Argumente u die Gleichung 

Q 



n 



ff — - 7 (11) 

WO die Functionen a)(x, a) und ©(a?, h) wie im allgemeinen Fall zu 
bilden sind, nur mit dem Unterschiede, dass an Stelle der m — 1- 
pnnktigen Berührung jetzt einfaches Schneiden tritt. Unter den- 
selben Bedingungen (10) folgt aus (10) § 35 für die Argumente Fi 

(I) § 35 die Gleichung (i = 1, . ., q\ ä = 0, 1, . ., g)\ 

in der die Functionen £1 wie in § 35 zu bilden sind. Dies gibt den 
Satz^): 

(II) Der Quotient zweier Thetaproducte von gleichviel Fac- 
toren mit den Argumenten Uh, vermindert um Gonstanten 
A[ und B\, die den Gongruenzen (10) genügen, oder deren 
Summen in Zähler und Nenner einander congruent sind, 
stellt sich als rationale Function der Goordinaten des 
Punktes x dar; der entsprechend gebildete Thetaquotient 
mit den Argumenten Vh als rationale und symmetrische 
Function der Goordinaten der 2+1 Punkte Xjt und der g+l 
Punkte ajfe. 

Um auch die umgekehrte Aufgabe zu losen^), setze man zur 
Vereinfachung, wie S. 300, 2=1? und «i, . ., Op = ccj^, . ., Op^; nimmt 
man noch o; = a, so treten an Stelle von (1) § 35 als Gleichungen 
des Umkehrproblems (Ä = 1, . ., JP)- 

Uk=^jdu,. (13) 



«» 



Es ist zu zeigen, wie sich 

1) eine rationale Function der Goordinaten von x durch einen Theta- 
quotienten der Form (11) in den %, 

2) eine rationale und symmetrische Function der Goordinaten der 



1) Clebsch u. öordan, Ab. F. § 63. 

2) Clebsch u. Gordan, Ab. F. § 67—69. 
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p oberen Grenzpunkte x^^ . ., Xp vod (13) durch einen Theta- 
quotienten der Form (12) in den Uh darstellen lässt. 

Zur Lösung der ersten Aufgabe sei B^ eine gegebene, rationale 
Function der Coordinaten des Punktes x von der Ordnung 6 und seien 
a^, . ., tta die Punkte, in denen Bx den Werth Ba hat, Jj, . ., ba die 
Punkte, in denen B^ = <x>^ wird. Zwischen diesen 26 Punkten be- 
stehen nach dem Abel'schen Theorem (10) § 19 die jp Relationen 
(Ä=l, .,,p): 

(14) 2 A^A = 0- 

Sind femer 1^, . ., |p_i beliebige p — 1 Punkte, die nur der Be- 
dingung unterliegen, dass die durch sie bestimmte, adjungirte ^-Curve 
n — 3*®° Grades durch keinen der Punkte a* oder 6^ geht, und setzt 
man zur Abkürzui^ 

(15) (j dui —^J <^«i' • •' J <^*^ ~2J ^^p) = (* I *i» • •» *p) > 

SO hat man unmittelbar 

(16) Bx-B. = oll --i^—-^-^ , 

wo c eine von o; unabhängige Constante ist. 

Denn der Ausdruck der rechten Seite in (16) wird als Function 
von X gleich 0^ in den Punkten a* und gleich oo^ in den 6 Punkten 
hk^ er ist femer, mit Ausnahme der letzteren Punkte in der Fläche 
T allenthalben eindeutig und stetig, da die Factoren an den Quer- 
schnitten von T' in Folge der Gleichungen (14) sämmtlich = 1 werden; er 
kann sich daher von der Function der linken Seite nur um einen von 
X unabhängigen Factor unterscheiden nach (Ib) § 6. Die Gleichung 
(16) enthält die gesuchte Darstellung von Bx durch Thetafunctionen 
mit den Argumenten Uh und gibt den Satz: 

(III) Die rationale Function Bx stellt sich dar als Quotient 
zweier Thetaproducte von gleichviel Factoren mit den 
Argumenten Uhy vermehrt um Constanten, deren Summen 
in Zähler und Nenner nach (14) einander congruent sind. 

Die Darstellung (16) der rationalen Function Bx lässt sich noch 
mannigfach abändern; so z. B. in die folgende Form^). Ist v eine 

1) Klein, Math. Ann. Bd. 36. S. 13 u. 43 (1889). 
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X 

zweitheilige, ungrade Charakteristik, so ist Q'^il f du^ nach (III) § 29 



H/'"*)) 



als Function von x gleich 0^ in dem Punkte a? = | und den p — 1 
0^ Punkten der Wurzelfunction y<pv (x). Man hat daher, wie aus den 
periodischen Eigenschaften von ^vi^} und den Gleichungen (14) un- 
mittelbar folgt, wenn man zur Abkürzung 



^' ij^ 



= »r(x,%) (16 a) 



setzt, für Bx die Darstellung 

Diese Form legt es nahe, indem man 



'V \"^/ f9/ 



setzt, den aus einer Thetafunction und einer algebraischen Function 
gebildeten Ausdruck 

E{Xy I) = a,^,{x, I) : l/t;/(a;) t;;(g) (16d) 

einzufahren. Derselbe hat nach (4) § 33, wenn a^ die in (8) § 33 
definirte Constante bedeutet, für alle ungraden, zweitheiligen Charak- 
teristiken denselben Werth. Er hat femer die Eigenschaft, dass er als 
Function von x in T nirgends cx> und abgesehen von den Verzwei- 
gungspunkten und den Punkten (a? = cx>, y = cx>) nur == 0^ wird in 
dem einen Punkte a? == |. Durch Einführung von E{Xy |) geht (16 b) 
über in ^ / . 

Wir kehren zurück zur Gleichung (16); von ihr aus gelangt man 
sofort zur Losung der zweiten Aufgabe, die symmetrischen Functionen 
der p Werthe darzustellen, die eine gegebene, rationale Function der 
Coordinaten von x^ etwa die obige Function JRx^ für die Werthe 
X = x^j . .j Xp annimmt. Der Ausdruck (16) werde umgeformt, indem 
man an Stelle der willkürlichen p — 1 Punkte l^, . ., |p_i, die mit 

1) Der Ausdruck JE{x,i) ist von Herrn Schottky eingefiÜuii (Joum. für Math. 
Bd. 101. S. 272. Gl. XXI. 1887); er ist identisch mit der daselbst zur Darstellung 
diner specieUen Gattung von Fuchs'schen Functionen benutzten Primfunction Ji^(a;, £) 
und von Interesse for den Zusammenhang zwischen den AbeFschen und Fuchs*- 
sclien Functionen. Die Function JS^x, £) ist nahe verwandt (vgl. auch die zweite 
Definition von E{x, i) in § 37. Gl. 30) mit der Primfunction, die Herr Weierstrass 
in seinen Vorlesungen zur Darstellung der rationalen Functionen und AbeUschen 
Integrale benutzt hat. (Vgl. Ges. W. 11 S. 244. Brief an Hrn. Schwarz v. 3. Oct. 1875.) 
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ihnen durch eine gj-Curve verknüpften jp — 1 Punkte einführt, die 
ebenso willkürlich sind und die mit arj, . ., a;p__i bezeichnet seien. Dies 
geschieht durch die Gleichungen (10 § 29), nämlich (Ä == 1, . .,|>): 

2 ( J^«** +jdui) + 2jduH = 0, 

nach denen, wie leicht zu sehen, 

(^ I iu • V Sp-i; ö) = — (a I Ä^i; • ., ^p-i, a:). 

Berücksichtigt man, dass die Function &• gerade ist, und setzt zum 
Schluss für X einen beliebigen Punkt ä^, so folgt aus (16): 






wo (7p eine von Xp unabhängige Grosse ist. Fügt man auf der linken 
Seite einen ebenfalls von Xp unabhängigen Factor hinzu, so erhält 
man 

1=1 t=l ^ ' ^'^ 

wo nunmehr C unabhängig ist von a?i, .., iCp, da sowohl der Aus- 
druck der linken wie der rechten Seite symmetrisch ist in a;i, . ., Xp. 
Trägt man in (17) die Werthe Üb ein, so erhält man 

(18) 17 (^.-^^^^JT—^- 



»=1 t=s 



'»({ü-fdu} 



die Constante C bestimmt sich, indem man für x^y .., Xp beliebige 
Punkte cci, . ., ap setzt. 

Die Gleichung (18) löst die gestellte Aufgabe. Denn die p 
Werthe Bx. sind die Wurzeln der algebraischen Gleichung 

(19) (i?. - JB,J . . (Ux - B,^ = BP + M,BP-' + . . + Ifp = 0; 

die Grossen M^, . ., Mp aber sind die fundamentalen, symmetrischen 
Functionen der Grössen B^^. Bildet man nun die Gleichung (18) für 
p verschiedene Werthe von Ba und die zugehörigen Punktsysteme a*, 
so hat man jp Gleichungen, aus denen sich in linearer Weise die" p-^ 
symmetrischen Functionen Mi, .., Mp als Functionen der Argumente 
Uh (13) ergeben. Hiemach besteht der Satz: 



■s- 
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(IV) Die symmetrischen Functionen Jfj, . ., Mp der p 
Grössen Bx,,, . ., B^ stellen sich dar durch Thetaquotienten 
von der Form (18) mit den Argumenten Uh, vermehrt um 
GonstanteU; deren Summen in Zähler und Nenner ein- 
ander congruent sind. 

Die Gleichung (18) erhält man auch durch Vermittelung der 
Integrale 3. Gattung; wir deuten dies nur an. 

Nimmt man das Normalintegral 3. Gattung w^a (Satz I § 16) 
zwischen den beliebigen Grenzn a.* und Xi und summirt nach i von 1 
bis p, so hat man (vgl. (5) § 37) 

Sind nun wieder ajt und 6* (Ä == 1, . ., <y) die 0^ und cx>^ Punkte der 
Function Bx — Ba, so ist nach dem Aberschen Theorem (12) § 19 

^Jdu,„,,, = log JfZ^ . (21) 

Summirt man (21) nach i^ setzt in (20) ükj hk statt a, b, summirt 
nach k und vertauscht schliesslich Parameter und Argument nach 
(19) § 18, so folgt durch Vergleichung der beiden Ausdrücke wieder 
die Gleichung (18). 

Die Darstellui^en (18) führen zu einer Reihe von Sätzen über 
Abel'sche Functionen, die kurz zusammengestellt werden sollen; 
sie bilden eine Verallgemeinerung von bekannten Sätzen über ellip- 
tische Functionen (vgl. die Einleitung zum IL Theil). Wir bezeichnen, 
wenn p Punkte x^y . .y Xp mit p Grössen Ci; • ., £^ durch die 
Gleichungen (13) verbunden sind, eine rationale und symmetrische 
Function der Coordinaten der p Punkte Xi allgemein mit 8{x^y "f^p)- 
Diese Function soll, wenn sie durch die Grössen Uh dargestellt ist, 
eine AbeFsche Function der Argumente üh heissen und durch 
AI (?7i, . ., Up) bezeichnet sein^); wir schreiben dies 

Six^y . ., Xp) — Al(?7i, . ., Up) oder Six} = AI C?7)). (22) 

Es gelten dann die folgenden Sätze: 

1) Im Anscliluss an eine Bezeichnung von Herrn Weierstrass, Joum. far 
Math. Bd. 47. S. 291 (1853), oder Ges. W. Bd. I. S. 135. 

stahl , AbeFf che Fanctionen. 20 



306 Siebenter Abschnitt. [§ 36. 

(V) Die Aberschen Functionen Al{Ui, . ., Up) sind eindeutig 
und im Allgemeinen (d. h. mit Ausnahme von Werth- 
gebieten von weniger als 2p Dimensionen) stetige und 
für kein endliches Werthsystem der Argumente Uh wesent- 
lich Singular. Sie sind ferner 2^-fach periodisch, d. h. sie 
besitzen 2p von einander unabhängige Periodensysteme, 
die mit den 2p Systemen von Periodicitätsmoduln der 
Normalintegrale Uh übereinstimmen. 

Dies alles folgt unmittelbar aus den Eigenschaften der Theta- 
functionen. 

(VI) Die Ableitung einer Abel'schen Function nach einem 
der Argumente Uh ist wieder eine AbeTsche Function. 

Denn es ist wegen (13) 

WO 8i ebenfalls eine rationale und symmetrische Function der Xt und 
Alj ebenfalls eine Abel'sche Function der Uh bezeichnet. 

(VII) Zwischen je p+1 AbeTschen Functionen, insbeson- 
dere zwischen einer AbePschen Function und ihren p 
ersten Ableitungen besteht eine algebraische Gleichung. 

Man erhält diese Gleichung durch Bildung einer Reihe von Glei- 
chungen der Form (22) und (23) und Elimination der Coordinaten 
der p Punkte Xy^, . ., Xp mit Benutzung der p Gleichungen F(a?,) = 0. 

(Vin) Jede Abel'sche Function lässt sich rational durch 
p+1 geeignete Abel'sche Functionen darstellen, ins- 
besondere durch eine Abel'sche Function und deren p. erste 
Ableitungen. 

Man erhält diese Darstellung während des im Beweis von YII 
erwähnten Eliminationsprocesses. 

Hieran schliessen sich weitere Sätze über die Addition, Multi- 
plication und Division der AbeFschen Functionen, Setzt man, 
unter Xiy y,-, i^i (i = 1, . -, p) drei Punktsysteme verstanden: 

*»* Vi ^i 

(24) ^JäuH = Uh , ^fdu, ~ V, , 2'/'^«» — ^* 

mit der Bedingung, dass 

(24a) Wh=Un+Vh (A = 1, . ., i?), 



§ 36. Specielle Darstellungen. Eigenschaften der Aberachen Functionen. 307 

so folgt nach der Umkehrung des Abel'schen Theorems (Satz VI § 20), 
dass die rationalen und symmetrischen Functionen der Coordinaten 
der p Punkte 0i rationale und symmetrische Functionen der Coordi- 
naten sowohl der p Punkte a?,-, wie der p Punkte y,-, öder, wenn man 
Satz YIII berücksichtigt, dass die AbeFschen Functionen der Argu- 
mente Wh = Üa -|- Fa rationale und symmetrische Functionen von jp + 1 
AbePschen Functionen sowohl mit den Argumenten Uh, wie mit den 
Argumenten Fa sind. Sind daher 8^i[x}=AlQi[U} (p=0; 1, . .;jp)^-|-l 
unabhängige Abel'sche Functionen und bezeichnet B^Aq, A^y , .^ Äp] 
J5q, J?i, . ., Bp] eine rationale Function von 2p -{• 2 Grossen A und JB, 
die sich nicht ändert, wenn man Aq bez. mit Bg vertauscht, so hat 
man eine Gleichung von der Form (p, <y == 0, 1, . ., p): 

Si4^B[Sdxh 8,ixl .., SAxh Soiyl SM, ••, S,m 

oder 

MiU+r}==B[A.UUlAl,iül..,Al^iUhM,iri AUVl..,Al,irB. (25) 

Dies gibt den Satz: 

(IX) Eine AbePsche Function "besitzt ein rationales Addi- 
tionstheorem, d.h. die Function AI gebildet mit dem Argu- 
mentensystem Uh + Vh, drückt sich rational und symme- 
trisch aus durch p -{• 1 AbePsche Functionen mit den 
Argumentensystemen Uh und Fa. 

Dasselbe folgt unmittelbar aus Satz YIII. 

Aus der Gleichung für die Addition ergibt sich die Gleichung für 
die ganzzahlige Multiplication der AbeFschen Functionen. Ist m 
eine ganze, positive Zahl und setzt man (i, A = 1, . ^ JP)* 

^JdUh = m^JdUh oder Wh = mUh, (26) 

so folgt aus (25) als Lösung der Aufgabe, eine Abel'sche Function 
mit den Argumenten m Uh durch Abel'sche Functionen mit den Argu- 
menten Uh darzustellen (p = 0, 1, . ., i?): 

Alfm U}-=B [AI4 ü}, AUU}> . •, A14C7J]. (27) 

Die Umkehrung der Multiplication bildet die Division der 
AbePschen Functionen, d. h. die Aufgabe, eine Abel'sche Func- 
tion mit den Argumenten Uh durch Abel'sche Functionen mit den 
Argumenten mUh darzustellen oder nach (26) eine rationale, symme- 
trische Function der p Punkte Xi als Function der p Punkte ät» dar- 
zustellen. Die Lösung dieser Aufgabe ist mehrdeutig. Denn ersetzt 

man in (26) das Congruenzzeichen durch ein Gleichheitszeichen, in- 

20* 
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dem man zugleich auf der linken Seite ein znsammei^ehörigeB Perioden- 
system zufQgt, so erhalt man statt (26) (i, h^^ 1, . .^ p): 






(28) 2'/^«* = i 2'/^«* + l 

WO 

Ma = flAÄI +^ fiAÖA* 

k 

ist imd die Zahlen fi^ yJ alle Werthe 0, 1, . .; 9n — 1 durchlaufen 
können. Jeder m-theiligen Charakteristik (fi) in (28) entspricht ein- 
deutig ein System von jp Punkten Xi. Da es w?^ verschiedene w- 
theilige Charakteristiken gibt^ so besitzt das Divisionsproblem (28) 
w^v verschiedene Lösungen. 

Weitere Fragen betreffen den Zusammenhang zwischen 
diesen w«p Lösungen und die Beziehungen derselben zu den 
Lösungen des speciellen Divisionsproblems (Theilung der Perio- 
den)y das entsteht, wenn man in (28) die Punkte £r^, .., z^ mit «i^y; ce/ 
zusammenfallen lässt. Dies Problem ist schon früher^ z. B. 61. (4), auf- 
getreten in der Form 






(29) 2/d«, = l 



«1^*' 



ati 



WO die j} Punkte a^ gegeben sind und die Coordinaten der p Punkte 
a^ («B» 1^ 'vJP) ^^^^ auch ihre rationalen und symmetrischen Func- 
tionen durch die jp Punkte ^i darzustellen sind. 

Zwischen dem allgemeinen und dem speciellen Theilungsproblem 
besteht ein Zusammenhang, den wir nur andeuten^). Gehören in (28) 
zu einem Periodensystem Ma die Lösungen x^, . ., Xp, zu einem anderen 
Periodensystem Ma die Lösungen o;/, . ., Xp und gehören in (29) zu dem 
Periodensystem Ma — Ma die Lösungen af <"', . ., a^^', so erhält man 
aus den zugehörigen Gleichungen durch Elimination der 0i 






(30) 2/"^"*" +2'/'^«* — ^' 



Xf ' a,-° 



d. h. nach dem AbeFschen Theorem (lY § 20): Kennt man die sämmt- 
liehen Lösungen des speciellen Theilungsproblems (29) und die Lösung 
Xif . ,, Xp des allgemeinen Theilungsproblems (28) für ein Perioden- 



1) Clebsch u. Gordan, AU F. § 68 ff. 
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System Ma, so ergeben sich daraus auf algebraischem Wege die 
Lösungen x^^ • • ; ^^ ^^^ allgemeinen Theilungsproblems für jedes 
andere Periodensystem Ma. Man kann diesen Zusammenhang besonders 
einfach aussprechen^ wenn man die Lösung des speciellen Theilungs- 
problems von einer einzigen Gleichung abhängig macht^ wie dies in 
§ 32 für m =» 2 durch" die Gleichung R{r) = vom Grade 2^p in r 
geschah. Li ähnlicher Weise hängt die Lösung des speciellen Thei- 
lui^sproblems (29) von der Lösung einer einzigen Gleichung P(p) = 
ab (der sogen, speciellen Theilungsgleichung); die vom Grade 
m*^ — 1 in p ist (da hier das System aP gegeben ist) und die Lösung 
des allgemeinen Theilungsproblems (30) von einer einzigen Gleichung 
T(r) = (der sogen, allgemeinen Theilungsgleichung), die 
vom Grade w?^ in t ist, und es gilt der Satz: 

(X) Jede Wurzel %' der Gleichung T =» stellt sich dar in 
der Form r'= 0(r, p), wo 9 eine gewisse, rationale Func- 
tion von X und q ist und r irgend eine Wurzel von 7 = 0, 
Q aber eine bestimmte Wurzel von P =» ist. Man erhält 
alle Wurzeln t' der Beihe nach, wenn man für q der Reihe 
nach alle Wurzeln von P == setzt. 

Hieraus folgt: Die allgemeine Theilungsgleichung 7=^0 ist eine 
Abersche Gleichung und algebraisch (durch Wurzelziehen) lösbar, 
wenn die specielle Theilimgsgleichung P = gelöst ist. Die letztere 
Gleichung lässt sich zwar mit Hilfe der Relationen, die zwischen 
ihren Wurzeln q bestehen (und die von ähnlicher Art sind wie für 
die Wurzeln der Gleichung B = im Fall m = 2), auf einfachere 
Gleichungen zurückführen, aber nicht algebraisch lösen. 



§ 37. Beziehungen swisohen Thetafanotionen und Abersohen 

Integralen« 






Li § 35 wurden unter Voraussetzung der Gleichungen (Ä=l, . .,2?): 

n (1) 

Beziehungen zwischen Thetafunctionen und algebraischen Functionen 
betrachtet. Ebenso sollen jetzt Beziehungen zwischen Thetafunctionen 
mit den Argumenten Fä und Aberschen Litegralen, gebildet mit den 
Goordinaten der Punkte a?*, untersucht werden. Es wird sich zeigen, 
dass die Darstellung von log'O'^fF)) auf Litegrale 3. Gattung führt, 
die der ersten Ableitungen von log -Ö*^ { F]) nach den Argumenten Vh 
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auf Integrale 2. Gattung und die der zweiten und höheren Ableitungen 
von log'9'^fFJI \iach den Vh auf rationale Functionen, alle diese Aus- 
drücke symmetrisch gebildet in den Coordinaten der Punkte Xh^ Um- 
gekehrt erhält man gleichzeitig die Darstellung von Integralen 
3. Gattung, von Integralen 2. Gattung und von algebraischen Func- 
tionen durch Logarithmen von Thetafunctionen mit den Argumenten 
Vh und durch die ersten imd höheren Ableitungen dieser Logarithmen 
nach den Argumenten Fa. 

Wir gehen aus von dem Thetaquotienten*) (t = 1, . ., jp): 

« ^i * . *?< 

(2) »^ (( Jdu -^fdu) : »^ {Jdu -^Jdu) , 

i i 

in welchem /ii eine beliebige, m-theilige Charakteristik, %i und r^i 
(i = 1^ . .y p) sowie X beliebig gegebene Punkte seien und a^t 
(i = 1, . ., j)) die i) 0^ Punkte der Function ^^fw)) (1) § 36. Der 
Ausdruck (2) wird, als Function von x betrachtet, in der Verzwei- 
gungsfl'äche T gleich 0^ in den p Punkten |j und gleich oo^ in den 
jp Punkten rii (nach (3) § 36); er hat femer an dem Querschnitt au 
von T' den Factor 1, an 6* nach (10) § 26 den Factor 

(3) e*" . 
Betrachtet man andrerseits den Ausdruck 

X 

(4) «" , 

in dem Wt^^^^ ein Normalintegral 3. Gattung mit den Unstetigkeits- 
punkten r^i und %i ist und y ein beliebiger Punkt, so wird derselbe, 
als Fimction von x betrachtet, in T ebenfalls gleich 0^ in den p 
Punkten 5,-, gleich oo^ in den p Punkten i^,- (nach (I) § 16) und hat 
an den Querschnitten a^ von T' den Factor 1, an &a den Factor (3) 
(nach (15) § 18). Der Quotient von (2) und (4) ist daher eine Func- 
tion von Xj die in der Yerzweigungsfläche T allenthalben stetig ist; 
er ist also nach (Ib) § 6 eine von x unabhängige Constante. Be- 
stimmt man diese durch die Substitution x ^^y und geht vom 
Numerus zum Logarithmus über, so hat man die fundamentale 
Gleichung (i = 1, . ., p): 



1) Riemann, Ges. W. S. 130. 



/ 
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log — -. 1; ; hi — 2jJ^^''i^i'='2iJ^^i"- (^) 

»ÄSdu-2Sd4»Äfdu-2Sdu} * » ' "i 

i i 

Dabei sind in den Integralsummen der 3. Gattung bestimmte Integra- 
tionswege vorausgesetzt. Der letzte Integralausdruck in (5) gebt aus 
dem vorletzten hervor durch den Vertauschungssatz von Parameter 
und Argument bei den Integralen 3. Gattung (61. 19 § 18). 

Die Thetafanctionen in (5) enthalten j)-gliedrige Integralsummen 
1. Gattung, deren obere Grenzpunkte |j und rii beliebig sind, während 
die unteren Grenzpunkte a^ von a abhängen. Mit Hilfe des Abel' sehen 
Theorems gewinnt die Gleichung (5) eine allgemeinere und symme- 
trischere Form^). Versteht man nämlich unter x^y . ., Xq\ y^, . ., y^; 
«1, . ., Kq drei Systeme von je q beliebigen Punkten und definirt die 
p Punkte 5«- i^nd ij< in (5) durch die Congruenzen (ä »= 1, . ., j)): 

2jJ ^^* +2J ^«*A = 0, 2jJ '^^^ +2jJ ^^^=^7 (6) 

«=*^aA* *=^*ft *='^ äff *=^«* 

t i 

so ist 



^ iduK+^ fdun = 0. (7) 



m ■* yjc 



Aus dem ersten System (6) folgt nach lY § 20 die Existenz 
einer rationalen Function der Coordinaten von x^ die in den $ + JP 
Punkten a* und «Jf gleich oo^ und in den q-^- p Punkten rr* und i^ 
gleich 0^ wird. Der Nenner Xi^{x) dieser Function wird erhalten, 
indem man eine Curve Xf^{x) = bestimmt, die durch die r Doppel- 
punkte d von F = 0, durch die p Punkte «{• und die j Punkte a* 
hindurchgeht. Diese Curve wird JP = noch in weiteren Punkten 
iu * *; & schneiden. Legt man nun durch die r Punkte d, die t 
Punkte g und die j Punkte ar^, . ., Xq eine Curve desselben Grades 
Xfx{Xy x^y . ., x^ = Oy so sind die p letzten Schnittpunkte derselben 
nach(6) gerade die j) Punkte |.-. DieFimctionenX^(a?) und X^{Xy x^,..yXq) 
sind genau dieselben, die auf S. 299 gebildet wurden. Entsprechend 
erhalt man zu dem zweiten System (6) eine Function, deren Nenner 
wieder durch die Curve X^(a?) == und deren Zähler durch eine Curve 



1) H. Stahl, Joum. für Math. Bd. 111. S. 102 ff. (1892). 
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^/u(^; Vit • -> Vq) "™ bestimmt ist, die durch die g Punkte y^, . ., y, 
gelegt ist und alsdann JP =» gerade noch in den j) Punkten ij{ 
schneidet. Der Quotient Xfiix^, . ., x^ : X^(a?, y^, . ., y^ ist die nach 
(7) existirende, rationale Function, welche die g+j) Punkte x^ und 
li zu 0^, die 2 + i> Punkte yk und ij,- zu oo^ Punkten hat. Diese 
Function gibt nach dem Abel' sehen Theorem für das Integral 3. 
Gattung Wyx (V § 19) die Gleichung: 



(^) ^J ^^y' +-2 J ^^y'' = ^^8 



^f,QCfX,,,.,x^)X^Q^,y^,,.,y^) 



Xf,(x,y, 



yj)^;*(yi«i»--.«g) 



Vi — n 

Ersetzt man nun in (5) die Punkte £< und i}^ nach (6) und (8) 
durch die Punkte Xk und yk und schreibt zur Abkürzung 



(9) 



(Jdui, .., Jdup) = [xk'\ 



a 



A:=0 „^ *=0 „^ 



SO erhält man 



(10) 



log 






^^[ a?i ^i> • • »3] ^^[ y> yi> "> yg ] 
«■^[«» yii • • > yq\\[y* «i. • -i «3] 

^^(«, «1» • •» «g) ^^(y, yii . M y^) 



y 



+ log 



^,,{^1 yu •.» yq)^fi{y^ ^i' 



-,)' 



oder, wenn man die willkürlichen Punkte y, y^, . ., y^ gleich a, a^, . ., «^ 
setzt, den von x unabhängigen Theil absondert, den Satz von der Yer- 
tauschung von Parameter und Argument bei Integralen 3. Gattung 
(VI § 18) anwendet und berücksichtigt, dass Xfi{Xy a^, . ., aq)=Xfi{x) ist, 

log »f^iXy x^y . ., Xg] — log d'i^,[x] 

g X 

= ^ J ^«<^x*a* + log Xf,{x, a^i, . ., x^ — log Xt,{x) + (7^ , 

wo CJu eine von x unabhängige Grösse ist. Durch Hinzufügung von 
Gliedern, die ebenfalls von x unabhängig sind, erhält man 



(11) 






«* 



ii ( 9 ^1 9***9 o ) 
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wo in der Doppelsumme der rechten Seite die Glieder, für welche 
i CS 2; ist, ausgeschlossen sind und jede Combination i^ Je nur einmal 
zu nehmen ist, was durch das Eomma an dem Summenzeichen an- 
gedeutet sei. Die Grösse ^^ ist unabhängig von x, x^^ , ., Xg, da die 
Ausdrücke auf beiden Seiten in (11) für diese Punkte symmetrisch 
gebildet sind; sie bestimmt sich am einfachsten durch die Substitution 
Xj Xi, • •} ^q"^ ^f ^i; • *; ^q\ ^^^ erhalt 

A, = logiPl^^, (12) 

da die Integralsumme auf der rechten Seite. in (11) durch die Sub- 
stitution verschwindet. 

Es bleibt noch d'iu[Xk] zu bestimmen. Hierzu setze man in (5) 
Xk für X, femer y = a, ^i=> af und für ij^, • -yVp P Punkte 6*, ..,&*, 
definirt darch die Congruenzen (Ä = 1, . ., i>): 

22jJäun=Jdu,. (13) 

Dann erhält man, wie leicht zu sehen, 

log ^^ [Xk] - log ^^((0)) =^J dw^c, a — ^ ^J (ikdui, . (14) 

i 

Die p Punkte 6* lassen sich aus (13) auf 2*^ Arten bestimmen; 
es ist gleichgültig, welches dieser Systeme man wählt. Von der Be- 
stimmimg von ^fii[0} durch invariante Elassenmoduln war schon in 
§ 33 die Rede. Trägt man die Werthe (14) und (12) in (11) ein, so 
hat man die Darstellung von 

log d'^lx, Xi, . ., Xq] = log ^^(Fi, . ., Vp) (15) 

durch Integrale 3. Gattung und algebraische Functionen; sie enthält 
den Satz: 

(I) Der Logarithmus einer Thetafunction mit beliebiger, 
m-theiliger Charakteristik, deren Argumente Integral- 
summe, erster Gattung mit einer beliebigen Zahl $ -f- 1 
von Gl sdern und mit beliebigen oberen und unteren 
Grenzpu >kten Xk und a^ (Ä; «» 0, 1, . ., q) sind, lässt sich 
symmetr. ch in den Coordinaten dieser zwei Punktsysteme 
darstellei durch Logarithmen , von rationalen Functionen 
und durch Integrale dritter Gattung, deren Grenz- und 
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Unstetigkeits-Pankte ausser Xk und a^ selber nur noch 
Punkte enthalten^ welche von Xk und ajt algebraisch ab- 
hängen. 

Sind (ji) und (y) zwei verschiedene, m-theilige Charakteristiken, 
so folgt aus (11) mit Rücksicht auf (5) § 36 wieder die Gleichung 
(7) § 36 und der Satz I § 36. 

Wir kommen weiter zur Darstellung der Ableitungen von 
log ^niV} nach den Argumenten F*.^) Hierzu setzen wir q =Py 
also (Ä = 1, . ., p): 

p *k 

(16) r^=2l fäuH. 

Zunäclist erhält man aus (14) dnreh DififereDtiation nach Xt, wenn 
txj^ ein Normalintegral 2. Gattung mit dem ünstetigkeitspunkt Xk ist 
(§16)(«, Ä=.l, ..,i)): 

»* 
wobei ö-^ nach (13) bestimmt ist aus 

Femer ergibt sich aus (11) 
, . g log »^[g, «M • •■ aij ^ y ^ /^^ 8 log Jr^(a!, a;.,.., Xy) 

WO das Eomma am Summenzeichen andeutet, dass der Werth i = i 
auszuschliessen ist. 

Trägt man den Werth (17) in (18) ein, so folgt ein Ausdruck 
für (* = 0, 1, . ., jp): 

(19) dlog»^[x,x,, .., a;^] ^ d\og»^(V,, . ., V^) ^ 

oder für 

(20) d log ^f,{ V} = Pdx + P,eia;i + . . + Ppdx^,'') 



1) Biemann, Ges. W. S. 132 und die Ausführangen von Thomae, Jonnu 
für Math. Bd. 66. S. 94 ff. (1866) und Bd. 71. S. 212 ff. (1869). 

2) WeierstraBB, far byperelliptiflche Functionen, Journ. für Math. Bd. 47. 
S. 300. 61. 36 (1863). 
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wo die Pjfc aus Integralen 2. Gattung und algebraischen Functionen 
in den Punkten Xk und a* (i «=» 0, 1, . ., p) gebildet sind. Schreibt 
man die Gleichungen (19) in der Form (Ä = 0, 1, ..,!>): 









dV, 



(21) 



'du. 



du. 



^— ) «=» «— , so folgt 
^ dui 



Pi 



dx 

■II « • • - ■ I I 
cXi dxi 



du^ 

dx 
du„ 



du 
^ dx. 



du 



p 



dx. 



0. 



(22) 



Lässt man in (21) die erste Gleichung (Je = 0) weg und setzt 



D 



'2 — ?«! 



80 folgt (h 



1, . ., p): 

d log »^ c n 






(23) 






^^£:) 



(24) 



Diese Gleichung enthält den Satz: 

(II) Die ersten Ableitungen von logO-^fF)) nach den Argu- 
gumenten Vh (16) stellen sich dar durch Integrale zweiter 
Gattung und algebraische Functionen^ symmetrisch ge- 
bildet in den Coordinaten der oberen und unteren Grenz- 
punkte Xk und ofjfc (ÄJ = 0, 1, . ., p) der Integralsummen F*. 

Auf gleichem Wege ergeben sich aus (24) die höheren Ableitungen 
von logO'^((F]) nach den F*. Auf der rechten Seite in (24) kommt 
die Variable x nur in den Grössen Pi (i = 1, . ., j?) vor und zwar ist 
nach (18) in Pj der von x abhängige Theil 



ß 



dt,^ + 



dlogX^^(Xj gj, . ., Xp) 

dx^ 



Daher erhält man durch DiflFerentiation von Pi nach x 



dx 



^'«=^ + 



dt^ d^\ogX^(x, ajj, . ., x^ 



dx^dx 
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und dieser Ausdruck ist eine rationale Function yon x, x^, . ., Xp. 
Aus (24) folgt nun 

wo die rechte Seite wieder eine rationale Function in Xy x^ . .^ Xp 
ist. Bildet man die entsprechende Gleichung statt für o; für o^i, . .^ o^j^, 
so hat man ein ähnliches System wie (21), aus dem sich durch Auf- 
lösung die Werthe der zweiten Ableitungen von logO'^((F]) nach 
den Vk ergeben. Hiernach gilt der Satz (vgl. (22) § 36): 

(III) Die zweiten Ableitungen von log ^^^FJ nach den Argu- 
menten Vk (16) stellen sich dar als rationale und symme- 
trische Functionen der Coordinaten der i? + 1 Punkte 
Xy Xi, . ., Xp. Sie sind also 2|)-fach periodische oder Abel'- 
sche Functionen der Argumente 7a. 

Durch Wiederholung des Differentiationsprocesses erhält man 
ebenso die dritten und höheren Ableitungen von log'9'^|[F]| nach 
den Vh als rationale und symmetrische Functionen der Punkte 
Xy x^j . ., Xp oder als AbeFsche Functionen der Argumente 7i. 

Die entwickelten Oleichungen enthalten nun auch umgekehrt die 
Darstellung von Abel'schen Integralen^) und rationalen 
Functionen durch Logarithmen von Thetafunctionen mit be- 
liebiger, m-theiliger Charakteristik und deren Ableitungen. 
So hat man in (10) die Darstellung einer Summe von q Integralen 
3. Grattung mit denselben Unstetigkeitspunkten, aber beliebigen, oberen 
und unteren Orenzpunkten und, wenn man nach x differenzirt, die 
Darstellung einer Summe von q Integralen 2. Gattung mit demselben 
Unstetigkeitspunkt und beliebigen Grenzpunkten. Hierin ist auch die 
Darstellung eines einzelnen Integrales 3. oder 2. Gattung durch Theta- 
functionen enthalten, wenn man j «= 1 setzt, nämlich: 



X 

(26) Ji 



Vi 



(27) Jdt:, = 



Vi 



dx 9'^[x, yj " dx X^{x, yj 



-log 


■«■^(«. 


«l) 


■»>(y. 


yi) 


-»>(*, 


yi) 


x^iy. 


«.)' 


?log 


■y^(«. 


»i) 


. 





Aus der letzten Gleichung erhält man durch Differentiation nach 
x^ die Darstellung einer rationalen Function 

1) Biemann, Ges. W. S. 132. 
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lä^i.=., = äSl^ ^^ t^' ^i3 - ä^a^ M^y ^i)- (28) 

Aus (26) ergibt sich auch der Yertauschungssatz der Integrale 3. 
Gattong (19) § 18, da man y^ mit x und x^ mit y yertausclien kann, 
ohne dass sich die rechte Seite der Gleichung ändert. Ebenso folgt 
aus (28) der Yertauschungssatz fQr die Differentiale 2. Gattung 
(17) § 18. • 

Da sich nach (U) § 17 jede rationale Function von x als Summe 
von Integralen 2. Gattung darstellen lässt^ so kann man nach (27) 
eine solche Function auch durch die ersten logarithmischen Ableitungen 
von Thetafunctionen darstellen. 

Man kann die Darstellung (26) des Integrals 3. Gattui^ durch 
Thetafunctionen noch mannigfach abändern; man braucht z. B. nur 
die Riemann'sche Gleichung (5) zu specialisiren. Setzt man in der- 
selben statt der allgemeinen, m-theiligen Charakteristik fi eine zwei- 
theilige, ungrade Charakteristik v und demgemäss a?| = a(§29. S.239); 
setzt man femer |,- .= ij,. = «j (*= 1; • •; JP — 1); schreibt schliess- 
lich S, 71 für Ip, ijp und benutzt wieder die Abkürzung (16a) § 36, 
so folgt: 

J ^^^' - j ^""^^ = ^"8 Ki-^ V) Kiy. £) = ^"S ^ (^, n) Eiy^ 6) ^ (29) 

»/ y 

wo E{Xj ^) die in (16 d) § 36 eingeführte Primfunction ist. 

Die Gleichung (29) führt zu einer zweiten Definition der Func- 
tion E. Setzt man nämlich in (29) o; =3 | + ^S? y = fl + rf«? luid 
wendet die Formeln (5 — 8) § 33, sowie die Bezeichnung (16 c) § 36 
an, so erhält man, wenn zur Abkürzung 



X 



V 

gesetzt und lim d^ = 0, lim cfi] «=> genommen wird: 

und hieraus statt (16 d) § 36: 

[E(|, q)]» e "1 « d^dn. (30) 

Hier ist also E{^, ij) aus dem Integral 3. Gattung durch einen Grenz- 
übergang definirt^). 

1) Diesen Grenzübergang gibt Herr Schottky (Joum. für Math. Bd. 101. 
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An die Darstellung der Aberschen Integrale durch Thetafunc- 
tionen schliessen sich endlich die Gleichui^en für die Addition der 
Aberschen Integrale^) an, analog gebildet den Gleichungen für 
die Addition der Abel'schen Functionen (25) § 36. Setzt man wie 
dort (i, Ä = 1, . ., p): 

(31) ^JdUH=UH, ^fdUi=ri, ^Jdu^=Ws, 

(32) Fi = Oi + r, 

und bildet aus einem Normalintegral 3. Gattung Wx^y^ und ebenso aus 
einem Normalintegral 2. Gattung tx^ Summen je mit denselben oberen 
Grenzen wie in (31); so lassen sich diese Summen nach (5) als Func- 
tionen der Grössen Uk, F*, Wh auffassen. Wir bezeichnen diese Func- 
tionen in der folgenden Weise: 

(33) 2 ß'^'ovo - P:c.vÄm > 2fdtx^ = ZxAU}. 



* a. 



Schreibt man die Gleichungen (31, 32) (j, Ä= 1, ..,!>): 

^(fdu,+Jdu,) = 0, 

so folgt aus der Umkehrung des Aberschen Theorems (IV) § 20, dass 
eine rationale Function Rx von der Ordnung 2jp existirt, die in den 
Punkten Xi und y,- gleich 0^, in Zi und «i® gleich oo^ wird. Das 
AbeFsche Theorem für die Integrale 3. und 2. Gattung gibt alsdann 
die Gleichungen 

2 (J ^^'-y- + j ^^'-y) = ^^8 Ä*o — log iJy„ 

• Xi Vi 

* *• Vi 

Führt man aber links statt a;,-, y,-, jSi die Werthe Uhy F*, Wh ein, 
so folgt 

S. 242. 1886) für einen speciellen, Herr Klein (Math. Ann. Bd. 36. S. 11. 1889) 
für den allgemeinen Fall. Die durch (30) definirte Function steht in naher Be- 
ziehung zu der von Herrn Weierstrass in seinen Vorlesungen benutzten Prim- 
function JB7(S, ij). (Vgl. Ges. W. U. S. 244. 187ö). 
1) Weber, Journ. für Math. Bd. 70. S. 209 (1869). 
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P'^niU+ F)) - P..,iZ7)) - P,,An -= log B^ - log E,„, (34) 

Z.ÄÜ+ n - Z.JÜ} - Z^m = (^^)^ (35) 

und der Satz: 

(IV) Die Functionen Px^y^ und Zx„, gebildet in den Argu- 
menten üh-^Vhf drücken sich aus durch dieselben Func- 
tionen^ gebildet in den Einzelargumenten 27a und Fa in 
Verbindung mit algebraischen Functionen oder Loga- 
rithmen von algebraischen Functionen. 

Die Gleichungen (34) und (35) heissen das Additionstheorem 
der Normalintegrale 3. und 2. Gattung. Aus ihnen und dem 
Additionstheorem der AbePschen Functionen ergeben sich entsprechende 
Additionstheoreme für die allgemeinsten AbeFschen Integrale. 



Achter Abschnitt. 
Die lineare Transformation der Thetafanctionen. 

Die Untersuchungen der Absclinitte I — III hatten eine bestimmte, 
algebraische Gleichung Fix, y) ^=»0 zur Grundlage und es wurde im 
Abschnitt lY der Einfluss untersucht, den die eindeutige Transforma- 
tiou; welche die Gleichung F{Xy y) «» in eine äquivalente Gleichung 
F^{x^y yi) = überfuhrt, auf die Darstellung der rationalen Functionen 
und der AbeFschen Integrale hat, wobei diejenigen Bildungen von 
Wichtigkeit sind, welche dieser algebraischen Transformation gegen- 
über invariant sind. In ähnlicher Weise hat die Losung des Umkehr- 
problems in den Abschnitten V — VII ein bestimmtes, kanonisches 
Querschnitts jstem (a, 6) der Yerzweigungsfläche T' zur Voraussetzung 
und es ist in dem letzten Abschnitt VIII der Einfluss zu untersuchen, 
den die üeberführung eines kanonischen Querschnittsystems (a, V) in 
ein anderes {a\ V) derselben Fläche T' auf die Darstellungen des 
ümkehrproblems hat, wobei wieder diejenigen Bildungen von Wichtig- 
keit sind, welche dieser transcendenten Transformation gegenüber in- 
variant sind. 

Einem bestimmten, kanonischen Querschnitts jstem (a, V) ent- 
spricht nach (XI) § 15 ein bestimmtes System von p Normalintegralen 
1. Gattung Uk und ein bestimmtes System von Periodicitätsmoduln 
ühk an den Querschnitten hh oder auch nach § 27 und 31 ein System 
von Thetafunctionen O'^^u, a]) mit zweitheiliger Charakteristik ft und 
mit bestimmten Argumenten Uh und Moduln ühk» Dem Uebergang 
von einem kanonischen Querschnittsystem (a^ V) zu einem beliebigen 
andern {a\ V) der Fläche T' entspricht nun eine sogen, lineare 
Transformation der Thetafunctionen. Dieselbe besteht darin, 
dass jede Thetafunction 0'^|[u, d^ mit den Argumenten Uhj den Moduln 
ühk und der Charakteristik fi, abgesehen von einem Exponentialfactor, 
übergeht in eine bestimmte Thetafunction ^'^((t;, V^ mit anderen Ar- 
gumenten Vhy anderen Moduln hnu und anderer Charakteristik v. Es 
ist die Aufgabe, diese Beziehungen zwischen den ursprünglichen und 
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den transformirten Thetafonctionen und ihren Elementen aufzustellen 
und die dabei auftretenden, auf die Charakteristiken bezüglichen, in- 
varianten Bildungen zu ermitteln. 

Wir betrachten zuerst in den §§ 38 und 39 die der Verlegung 
des Querschnittsystems entsprechende Transformation der Perioden 
und Periodencharakteristiken, dann in den §§ 40 und 41 die ihr ent- 
sprechende Transformation der Thetafunctionen und Thetacharak- 
teristiken. 



§ 38. Transformation der Perioden^). 

Wir bezeichnen ein System von p linear unabhängigen Integralen 
1. Gattung mit Wi,..,Wp'^ zwei verschiedene, kanonische Querschnitt- 
systeme der Verzweigungsfläche T mit (a.-, &,) und (a/, 6/) (i=l, ..,-P)5 
femer die Periodicitätsmoduln oder, wie wir kurz sagen werden, die 
„Perioden^ der Integrale (d« an den Querschnitten a,-, hi mit Aa, Buy 
an a/, hl mit Alhy Sa und stellen diese Bezeichnungen zusammen in 
dem Schema: 





a^ • . 


Op 


&i . . 


h 


< 


. . ap 


hl . . 


K 


• 


All • • 


Äpt 


Bii .. 


Bpi 


An 


• • -^1 


JBii . . 


-b;x 


• 

Wp 


Alp . . 


App 


Bip . . 


Bpp 


Alp 


* * ^^pp 


Bip . . 


Bpp 



(1) 



Die Perioden Alk und Ba sind Werthe des Integrals Wk, ge- 
nommen auf gewissen, geschlossenen Wegen in der Fläche T. So ist 
Aik der Werth, von Wk, genommen auf einem Wege, der von der — 
zur -f- Seite des Querschnittes a/ führt, ohne einen der Querschnitte 
a\ h' zu überschreiten. Entsprechendes gilt von JB/t und dem Quer- 
schnitt hi. Die Werthe A^ und Blk setzen sich nach § 15 S. 111 
linear und mit ganzzahligen Goefflcienten aus den Perioden von Wjt an 
den Querschnitten a^ und hi zusammen. Man hat daher zwischen den 
Perioden Aiky B^ und Alky Ba der Integrale Wk für das alte und 
das neue Querschnittsystem die Gleichungen (i = 1, . ., p): 



Alk = v^. («!> Afik'\' ßifi Bfik) } Bi 



ft^i 



p 
Jt=2{ri,^^f*k + di^B^k), (2) 



die man auch durch das Schema ersetzen kann: 



1) Hermite, Comptes rendus. Bd. 40. S. 249 ff. (1855) füip=^2. Thomae, 
Dies. Göttingen 1864. S. llff. Clebsch - Gordan, Ab. P. S. 301 ff. (1866). 
Eronecker, Journ. für Math. Bd. 68. S. 273 ff. (1866). 
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(3) 





Ä,, 


• • -^k 


Br, 


.. Spk 


^1* 

• 


«11 


. . «1^ 


ßn 


. ./Jl^ 


• 

4p* 


«pl 


• ■ 


ßpi 


"ßpp 


• 


yii. 


• yip 


ön 


. . ^Ip 


• 


yi»! 


..fpp 


• 

«PI 


• • 



(4) 



^«= 



Die 4|>' ganzen Zahlen a, ß, y, d heissen die Transformations- 
coefficienten; ihre Determinante ^ sei in leicht verständlicher Ab- 
kürzung geschrieben: 

Die Coefficienten a, ft y, d sind nicht willkürlich, sondern durch 
gewisse Bedingungen beschränkt. Zunächst muss die Transformations- 
determinante ^ =a + 1 sein, da die Auflösung von (2) Gleichungen 
derselben Form, d. h. Äik, Ba, als lineare Ausdrücke mit ganzzahligen 
Coefficienten in Aa, Ba ergeben muss; es zeigt sich sogleich, dass 
^ = + 1 ist. 

Nach (X) § 15 bestehen zwischen den Perioden zweier Integrale 
]. Gattung Wk und Wi die linearen Relationen (i = 1, ••,!>): 

(5) 2iAaBa-Bi,Aa) = 0, ^ {A\uBu — B'^Au) ^ . 

i t 

Trägt man die Werthe (2) in die letzte Gleichung (5) ein, so 
folgt (i, ^, 1/ = 1, .., 2?): 




+ {Af^kBvi — BvkA^i) (aif^dir — ßivyifi)] = . 

Die Vergleichung mit der ersten Gleichung (5) gibt folgende Re- 
lationen zwischen den Transformationscoefficienten: 

^ (a.>y.> — a,>y,>) = , ^ (A>*,> — iJ.>*,>) = 0, 

^ +1, wennft = i;, 

^ ^ ^ r # r/ Q^ wenn fi-^v. 

Allerdings folgt zunächst nur, dass für /i = i/; ^, (j^in^iv — ßivyifi 

i 

gleich einer ganzen Zahl m ist. Bildet man aber unter dieser Voraus- 
setzung das Quadrat der Transformationsdeterminante J (4) in der Form 
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Vi/i Sifi — cCifi — ßifi 

so folgty wenn man Verticalreihen mit Verticalreihen multiplicirt und 
die Gleichungen (6) berücksichtigt, /fi = m^^ oder, da ^ = + 1 sein 
muss, «t = + 1 . Zur Entscheidung über das Vorzeichen von m be- 
nutze man den Satz II § 15, nämlich: Zerlegt man die Perioden des 
Inte^als Wk in ihre reellen und imaginären Theile und setzt Aik=^ Ätk 
+ iÄik u. s. w., so müssen die Summen 

^{ÄnSijt-Bala) und ^(ÄnSa- B'aÄa) (7) 

i i 

gleichzeitig positiv sein. Trennt man aber in (2) Reelles und Imagi- 
näres und trägt die Werthe in den zweiten Ausdruck (7) ein, so er- 
hält man unmittelbar mit Rücksicht auf (6) 

^(ÄaBa — B'ikÄik) = m^{ÄaBa — BaÄu)^ 

i i 

wonach in der That m = -{- 1 sein muss^). Zugleich folgt, dass die 
Determinante, gebildet aus den 4p^ reellen und imaginären Bestand- 

theilen Änty Än^ Bijt, Ba gleich ist der Determinante, gebildet aus. 

A'ik, Aa, Bik, B'ik" 

Nennt man ein Zahlensystem (a, ßj y, d), das den Gleichungen 

(6) genügt, ein kanonisches Zahlensystem, die Determinante ^ dieser 

Zahlen eine kanonische Determinante und die zugehörige, lineare 

Transformation (2) der Perioden eine kanonische Transformation, 

so hat man den Satz: 

(I) Jedem üebergang von einem kanonischen Querschnitt- 
system in ein anderes entspricht eine kanonische Trans- 
formation der Perioden. 

Es ergeben sich noch zwei weitere Eigenschaften der kanonischen 

Determinante, nämlich: 

(la) Vertauscht man in einer kanonischen Determinante die 
Verticalreihen mit den Horizontalreihen, so erhält man 
wieder eine kanonische Determinante. 

Wegen (6) hat man nämlich als Auflosung des Systemes (2) 

offenbar die Gleichungen (ft = 1, ..,!>): 

1) Die Gleichheit der beiden Ausdracke (7) folgt auch daraus, dass beide 
den Inhalt der Fläche S darstellen, die man erhält, wenn man die Fläche T' mit- 
tels des Integrals Wj^ conform abbildet (s. Bemerkung S.115), und dabei das eine 
mal die Fläche T' von den Querschnitten (a^ b^, das andere mal von (a^, h'Ä 
begrenzt denkt. 

21* 



^ + 1, wenn f 
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(8) Äi, = ^(d^iA'^i — ß^,B;,), Bi^a^^(-Y^Wf.k + cc^iB;,)^ 

Die Vergleichnng mit (2) zeigt^ dass man in den vorstehenden; 
wie in den folgenden Gleichungen stets die Grössen 

(9) Af^k} ^fik} -4»*; S'iJtj ttiuf ßifiy yifif Si/i 

gleichzeitig vertauschen kann bez. mit 

(9a) -4^*, S'fik) Aik, Bikf 8/xi} — ßfitf — yfii, «/t<. 

Durch diese Vertauschung ergibt sich aus (6) ein äquivalentes 
System von Gleichungen, nämlich 

(10) ^'(y/»«*». — *i«<yw) — 0, ^{a^ißvi — a^ißf^t) — 0, 

+ 1, wenn (*'= v, 
wenn f* ^ v 

Die Yergleichung von (6) mit (10) beweist unmittelbar den Satz 
(la). Ferner gilt der Satz: 

(Ib) Bildet man aus den adjungirten Gliedern einer kano- 
nischen Determinante wieder eine Determinante, so ist 
diese ebenfalls kanonisch. 

Denn löst man die Gleichungen (2) direct auf und vergleicht die 
Auflösung mit (8), so folgt, wenn die Unterdeterminanten von /J (4) 
bezüglich der Elemente a,-^ , jJ,-^ , y,-^ , d,-^ mit o^^ , ^ , 2V ; ^ ^^ 
zeichnet werden, 

(10a) cCif^=Sifiy ßif*'" — yt/if y«^ == — ßif*7 *f£i = ai>- 

Daher hat man für die ünterdeterminanten a,-^, ßif^, yif^, d<^ die- 
selben Gleichungen (6) oder (10), wie für die Elemente a,-^, /J,-^, y,-^, 
dif,, womit der Satz bewiesen ist. 

Zugleich folgt aus (10 a), dass die Gleichungen (6) oder (10) nichts 
anderes sind als die bekannten Relationen zwischen den Elementen 
einer Determinante und den entsprechenden Elementen der zugehörigen, 
adjungirten Determinante. 

Es soll nun die kanonische Transformation der Perioden naher 
untersucht und im Anschluss daran die ümkehrung des Satzes I ge- 
geben werden. 

Wir betrachten zuerst die Zusammensetzung zweier kanonischer 
Transformationen. Führt man zwei Uebergänge von einem kanonischen 
Querschnittsjstem in ein anderes nach einander aus, so lassen sich 
dieselben oiBfenbar in eine solche Veränderung zusammenfassen. Ent- 
sprechend lassen sich die zwei zugehörigen, kanonischen Transforma- 
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tionen in eine solche Transformation zusammenziehen. Dabei ergibt 
sich ein einfaches Oesetz für die Bildung der zusammengesetzten 
Transformation. Es sei 

Ävk=^(ccyfiÄf,k+ßrfiJBf,k), Sik=^(yyfiAit+3^fiB^k), (IIa) 



f* 



y r 

und es folge durch Zusammensetzung 

Trägt man die Werthe (Ha) in (Hb) ein und vergleicht mit 
(11 c), so erhält man die Relationen 

Hieraus folgt der Satz: 
(II) Die Zusammensetzung zweier kanonischen Transforma- 
tionen von den Determinanten ^ und ^' gibt wieder eine 
kanonische Transformation von der Determinante ^'\ Die 
Elemente der letzteren werden erhalten, indem man die Ver- 
ticalreihen der Determinante ^ mit den Horizontalreihen 
von ^' multiplicirt. 

Man kann diesen Process der Zusammensetzung kurz durch die 
Gleichung -^" = ^^' andeuten. Dabei ist z:/^' von ^'z:/ im All- 
gemeinen verschieden. Zu jeder Transformation ^ gibt es eine zweite 
.td"^ derart, dass ^/l^^ «=» z:/— iz:/a=s 1 . Die Transformation /i"^ heisst 
die inverse Transformation von /l\ ihre Elemente sind bestimmt 
durch 

ai> = */*» ; ^/a* = — ßiii ? yi^i = — VtJii 9 *»> =* ^f*i • (13) 

Denn trägt man diese Werthe der a\ ß% /, d' in (12) ein, so erhält 

man nach (6) aJJ = du = 1 (i = 1 , ..,!>), während alle übrigen a ', 

/3", /', *" gleich sind. (q. e. d.) 

Es gilt femer, wenn man eine Transformation kurz durch ihre 

Determinante charakterisirt, der Satz: 

(in) Jede allgemeine, kanonische Transformation ^ der 
Perioden lässt sich aus gewissen, elementaren Transforma- 
tionen Siy .., 8m zusammensetzen. 

Diese elementaren Transformationen 8 sollen dadurch definirt sein, 

dass sowohl in den 8 wie in den inversen Transformationen S""^ die Trans- 
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formationscoefficienten nur ans den Elementen nnd 4: 1 bestehen. 
Es ist nachzuweisen, dass 

^ — ÄjSa-.Än oder ^8-'S-]_,..S;-^S^^ = l, 

so dass die Aufgabe darauf hinauskommt, die gegebene Transformation 
z:/ durch Zusammensetzung mit elementaren Transformationen der an- 
gegebenen Art auf die Identität 1 zurückzufuhren. Hierzu genügt es, 
mit einigen, wenigen Typen von elementaren Transformationen zu 
operiren und diese Operationen selbst auf die Transformationsdeter- 
minanten zu beschränken. Wir betrachten folgende Typen von Deter- 
minanten mit den Elementen a, ß, y, d. 

Tj: Es ist «;< = d« «= 1 (i «= 1 , . ., p) und ßmm = + 1 f ür einen 
bestimmten Zeiger m; alle übrigen Elemente sind 0. 

Tj: Es ist an = da c=3 1 (i = 1^ ••>!>) imd ymm = + 1 für ein be- 
stimmtes m; alle übrigen Elemente sind 0. 

T3: Es ist au — d.i c=3 1 (i «= 1, ..^ p) und a^„ = + 1; *»m= + 1 
für ein bestimmtes Zeigerpaar m, n; alle übrigen Elemente sind 0. 

T^: Es ist a,-,-=d,i=l(i=»l, .., |>) mit Ausnahme von aTOm==dm»»= — 1 
für ein bestimmtes tn; alle übrigen Elemente sind 0. 

Die elementaren Transformationen 2\, T^, T3, T^ sind kanonisch; 
zugleich sind die inversen Transformationen wieder von einem dieser 
vier Typen. Betrachtet man nun die Wirkung, welche auf eine ge- 
gebene Transformationsdeterminante ^ mit den Elementen a^^ ßn, 
yik} ^ik ausgeübt wird, wenn man sie mit einer zu Tj, Tg, T3, T4 ge- 
hörigen Determinante multiplicirt (wobei jedesmal die Horizontalreihen 
der gegebenen Determinante ^ mit den Verticalreihen der elementaren 
Determinante multiplicirt werden), so ergibt sich Folgendes: 

T^: Man kann in jd die m** Verticalreihe zur p-^m*^^ addiren oder 

von ihr subtrahiren. 
Tj! Man kann in J die j) + «t*® Verticalreihe zur tw**° addiren oder 

von ihr subtrahiren. 
T3: Man kann in ^ die m** Verticalreihe zur n**° addiren (subtra- 
hiren) und gleichzeitig die jp + w*® ^^^ der p + w*®^ subtrahiren 
(addiren). 
T^: Man kann in einer Determinante, die nur noch die Diagonal- 
glieder au und du enthält, gleichzeitig die Vorzeichen eines 
Paares a^m ^uid Smm umkehren. 
Durch wiederholte Anwendung dieser Processe kann man die ge- 
gebene Determinante ^ in die Identität 1 verwandeln. Man kann 
nämlich in der ersten Horizontalreihe von ^ durch abwechselnde 
Anwendungen T^ und Tg (mittels des ersten bis p*®" Gliedes) alle Glieder 



§ 38. Transformation der Perioden. 327 

vom p + 1**" ^is zum 2|)**'°, femer durch Tg (mittels des ersten Gliedes) 
nocli alle Glieder vom zweiten bis zum p*^^ zerstören. Dann bleibt in 
der ersten Horizontalreihe nur das erste Glied, das als Factor von 
^ = 1 selber + 1 sein muss. Alsdann kann man in der p + l**** 
Horizontalreihe von ^ durch T^ mittels des p + 2*®** bis p*^^ Gliedes 
alle Elemente vom zweiten bis p^% ferner durch T^ mittels des p + 1**° 
Gliedes die Glieder vom p + 2*^ bis zum 2p^ endlich durch I\ mit- 
tels des p + l**** das erste Glied zerstören. Dann bleibt in der p + !*•" 
Horizontalreihe von ^ nur das i)+l** Glied, das wieder «= + 1 sein 
muss. 

Nunmehr sind in der 1*®" und der p + 1*®^ Horizontalreihe alle 
Elemente ausser den Diagonalgliedem = 0. Dann aber lehren die 
Gleichungen (6) oder (10), dass dasselbe für die 1*® und die p -{- 1^ 
Yerticalreihe gelten muss. Denn setzt man die Elemente 

gleich 0, so werden auch die Elemente 

gleich 0. Die reducirte Determinante enthält daher in der 1**° und 
p + 1**° Horizontal- und Vertical-Reihe nur noch die Diagonalglieder. 
Mit den übrigen Reihen der Determinante kann man demnach operiren, 
als ob diese beiden Reihen gar nicht vorhanden wären. Man ver- 
wandelt durch dieselben Operationen die 2*®** und p + 2**'* Horizontal- 
und Yertical-Reihen in solche, die nur die Diagonalglieder enthalten 
und fährt so fort, bis nur noch Diagonalglieder von der Form + 1 
vorhanden sind. Aus den Gleichungen (6) oder (10) folgt alsdann, 
dass au und du entweder beide «= + 1 oder beide = — 1 sein müssen. 
Sind Glieder der letzteren Art vorhanden, so ist noch die Transforma- 
tion T^ anzuwenden, um die Determinante auf die Identität zurück- 
zuführen. Hiermit ist Satz HI bewiesen. 

Hieran schliesst sich endlich die Umkehrung von Satz I, nämlich: 

(IV) Jeder kanonischen Transformation der Perioden ent- 
spricht der Uebergang von einem kanonischen Querschnitt- 
system zu einem anderen. 

Zum Beweise^) zeigt man, dass jeder elementaren, kanonischen 
Transformation der Perioden eine Verlegung des Querschnittsystems 
entspricht, die ebenfalls elementar heissen soll, und dass sich aus 
solchen elementaren Verlegungen die allgemeinste Ueberführung eines 
kanonischen Querschnittsystems in ein anderes zusammensetzen lässt. 



1) Thomae, Joum. far Math. Bd. 76. S. 229 ff. (1872). 
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Die den elementaren Transformationen Tj^^T^^T^, T^ entsprechenden 
Transformationsgleichungen (2) der Perioden lauten, wenn(i,Ä=l,..,20- 

Tj.- Äii, = Aik\ Blk'^Ba] nur ftlr i «» m: Xt = -ämt±-Bmi. 

T^: Aik = Äik] Ba^Ba] nur für i =» m: J?mt = -Bm*±^m*. 

T,: Aijt^Äa; JS/» — J5f* nur X* — ^mt±^«*; Ä» = jB„jfc + J?^*- 

T4: Äik^^Äik] J?Ijfc = J?,* nur -4I»i«« — -4,,,*; J?mJt = — -Bmt. 

Aus diesen Transformationen lassen sich, wie oben gezeigt wurde, 
alle anderen zusammensetzen; wir benutzen dies, um noch zwei neue 
Typen von elementaren Transformationen einzuführen. 

fQr ein bestimmtes m, alle anderen Elemente *» 0; also 
Äik^Aik] Blk = Bn] nur Ämk — + Bmk] -Bmt = + A»t. 

Tg: a,i—*«—l(t"l,. .,!)); amn=anm=*mn=*nw=+l oder = 1 

für ein bestimmtes Paar m, n; alle anderen Elemente «=0; also 

Äa'^Äa] B'ik^^Bik nur-4I„t=-4«*; -4I,jt=-4,„jfc; J5,^*=i?nt; Bnk=^Bmk* 

Nun ist geometrisch leicht zu sehen, dass jeder der Transforma- 
tionen T^ bis T^ eine bestimmte Querschnittverlegung entspricht. 
Man hat nur festzuhalten, dass Äik und Bit die Perioden von tVk an 




Fig. 9. 




Flg. 9i 



den Querschnitten o,- und &,■ sind, d. h. Äik der Werth von m;*, ge- 
nommen längs bi von der — zur + Seite von a,-, und Bit der Werth 
von Wk, genommen längs o»- von der -— zur + Seite von 6,-. In Fig. 9 
ist die Normalform der Verzweigungsfläche T (§ 3) zu Grunde gelegt 
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und es sind die obigen Zahlen in Tj^his T^m=^l^ w = 2 gesetzt; ferner 
sind die Richtungen^ in welchen bei der Bestimmung der Periodicitäts- 
moduln die Querschnitte durchlaufen werden ^ durch Pfeile angezeigt. 
Man sieht nun leicht aus Fig. 9^; dass der Transformation T^ eine 




' "^ 1 






Fig. 9». 




Flg. 9,. 

Erweiterung von bm um am, aus Fig. 92; dass T^ eine Erweiterung 
von um, um bm entspricht. Femer aus Fig. 93, dass der Transformation 
T3 eine Erweiterung von a^, um a„ und gleichzeitig von hm um — &„ 
entspricht. Ebenso entspricht T^ ein Wechsel der Zeichen + an den 
Querschnitten (Zm und hm, T^ eine Vertauschung von Om mit bm und Tß 
eine Vertauschung von am mit a» und gleichzeitig von bm mit &». 

Die genannten Querschnittsänderungen bestehen zum Theil aus 
Erweiterungen (wie Tj, Tj, T3), zum Theil aus Vertauschungen der 
Querschnitte. Aus diesen Aenderungen aber setzt sich jede weitere 
Querschnittsänderung zusammen. Es entspricht 'daher auch der all- 
gemeinsten, kanonischen Transformation der Perioden eine bestimmte 
Verlegung des kanonischen Querschnittsystems, (q. e. d.) 



§ 39. Transformation der Feriodenoharakteristiken« 

In § 38 wurde die Transformation der Perioden untersucht^ die 
einer Verlegung des kanonischen Querschnittsystems («,-, 6<) der Fläche T 
entspricht. Wir übertragen jetzt diese Untersuchung auf die Trans- 
formation der Periodencharakteristiken. 

Es seien wie früher w^, ..^ Wp p linear unabhängige Integrale 
1« Gattung und die Perioden derselben für zwei verschiedene, kanonische 
Querschnittsysteme (ui, &,) und ai. Vi) gegeben durch das Schema (1) 
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§ 38. Führt man die Integrale w^y . ., Wp über denselben geschlossenen 
Weg C in der Fläche T, so erhält man allgemeine, zusammengehörige 
Perioden P^, .., Pp von w^, .., Wp, die sich linear und ganzzahlig 
aus den Perioden der Wk an den 2p Querschnitten von T zusammen- 
setzen. Legt man dabei einmal das erste kanonische Querschnitt- 
system (tti, bi) zu Grunde^ dann das zweite (at, b'i), so erhält man, 
wenn (ky ii, i = 1, . ., p): 

(1) P* = ^(^, Ä,, + |;5^0 - ^{XiAi, + x,BU) . 

Die 2p ganzen Zahlen (|j, . ., |p, |i, . ., |p) oder kurz (S) heissen 
die Charakteristik der Perioden P^, . ., Pp für die Querschnitte 
(a,-, 6,); ebenso die 2p ganzen Zahlen {x^y . ., Xp\ Xi, . ., x^ oder (x) 
diejenige für die Querschnitte (al, &i). Trägt man in (1) die Werthe 
von Äiii und B\k S'US (2) § 38 ein und vergleicht die Coefficienten von 
Afiit und J9^£ in (1), so erhalt man für die Transformation der Perioden- 
charakteristiken {pc) und (I) bei Verlegung des Querschnittsystems die 
linearen und homogenen Gleichungen 

(2) In = ^{f^in^i + y.>^0 > Sm = ^ißifi^i + ^if^^d • 

» » 

Wählt man statt C einen anderen Weg Gi, so treten an Stelle 
von {x) und (S) andere Zahlensysteme (y) und (iy) und an Stelle von 
(2) die Gleichungen 

■ • 

t t 

Unter den Periodencharakteristiken nimmt die Charakteristik 
(x)^(P)y in der sämmtliche Elemente Xi, x'i den Werth haben, 
eine Ausnahmestellung ein^ insofern sie nach (2) bei jeder Verlegung 
des Querschnittsystems in sich selber übergeht. Nach (2) geht femer 
die Summe einer beliebigen Zahl von Charakteristiken (x) in die Summe 
der transformirten Charakteristiken (g) über; ist die Summe einer Zahl 
von Charakteristiken (x) Null, so ist auch die Summe der entsprechenden 
Charakteristiken (|) Null. Bei der folgenden Untersuchung der Perioden- 
charakteristiken treten Congruenzen auf^ die^ wenn nichts anderes be- 
merkt ist, stets mod 2 zu nehmen sind. Wir denken uns daher auch 
die Periodencharakteristiken mod 2 reducirt^ so dass ihre Elemente 
nur aus den Zahlen und 1 bestehen. Wir nennen femer (wie bei 
den Thetacharakteristiken (III) § 26) eine Periodencharakteristik (x) 
gerade oder ungrade, je nachdem 

^, XiX'i ^ oder ^ 1 (mod 2) . 
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Nach (VI) § 26 ist die Zahl Cp der sämmtlichen, (mod 2) reducirten 
Feriodencharakteristiken, sowie die Zahl gp der geraden und die Zahl 
Up der ungraden unter ihnen gegeben durch 

c^ = 2»^, gp = 2P-'(2P + l), Up = 2P-^(2P—1). (4) 

Wir bezeichnen endlich mehrere Charakteristiken als unabhängig 
wenn nicht die Summe irgend einer Anzahl derselben congruent ist, 
und setzen (i «= 1, ..,!?): 

1^1= ^^i^h \^, y\= ^ Mi ± Vi^'i) y (5) 

i i 

so dass 

\XyX\ = 0, |a;, 0| = 0, |a;, || = ||, a?!; (5a) 

|a?y;ei.-| = |a?| + |j/| + |;2fH h l^,y| + k,^l + |y,^l+-; (6) 

\^y^", |ijg..| = |a?,|| + |a;,ijH 1- |yj| + |y, ,,| +... (7) 

Aus den Gleichungen (2) und (3) erhält man zunächst eine Be- 
ziehung zwischen zwei Periodencharakteristiken, die von den Ooeffi- 
deuten (ja, /3, y, d) der kanonischen Transformation ganz unabhängig 
ist und zu einer invarianten Form führt. Es besteht nämlich die Gleichung : 

i i 

wie sich leicht ergibt, wenn man die Werthe (2) und (3) in die linke 
Seite von (8) einträgt und die Gleichungen (10) § 38 benutzt. Daher 
der Satz^): 

(I) Sind (x) und (y) zwei beliebige Feriodencharakteristiken, 
so ist der Ausdruck 



i 

invariant gegenüber einer jedenVerlegung des kanonischen 

Querschnittsystems oder einer jeden kanonischen Trans- 
formation der Ferioden. 

Dieser Satz gibt Anlass zur Untersuchung eines Systems von 
Periodencharakteristiken von der Beschaffenheit, dass für je zwei der- 
selben der invariante Ausdruck (9) entweder den Werth oder den 
Werth 1 (mod. 2) hat; wir betrachten nur Systeme der letzteren Art*). 
Sind B^y B2, > .y Bfi fi Charakteristiken, die den Bedingungen genügen: 

\BiyB,\ = l (i^lc)y (10) 

so gelten folgende Sätze: 

1) Eronecker, Joum. für Math. Bd. 68. S. 274 (1866). 

2) H. Stahl, Joum. ffir Math. Bd. 88. S. 273 ff. (1879). 
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1) Die fi Charakteristiken B^y . ,y B^i sind alle verschieden 
(mod 2). 

Denn wären zwei von ihnen gleich^ so wäre fiir sie die 
Gleichung (10) nicht erfallt. 

2) Ist fi«s2A (^2jp), so sind die Charakteristiken JS^, .., J8^ 
unabhängig und es besteht zwischen ihrer Summe und 
jeder von ihnen wieder die Beziehung (10). 

Denn es ist, wenn ^ ^ A^ 

|J8i . . J?j^-i, ^^1 = 1^1, B%^\ -| 1- |Äp-i, -Ba^l ^ 1 

und 

|J8i . . JBa^, B%^\ = |J8i, JSj^l ^ 1- \B%^y JBa^l == 1, 

d. h. es ist weder B^ . . B%q^i noch B^ . . B%q gleich für ein 
beliebiges g\ femer ist; wenn (t =» 1, . ., 2A): 

\B, . . Bu,Bi\ - |JB„ JBil + • • + |Ä, ^i| + • • + 1^22,5.1 = 1, 
d. h. die Summe der Charakteristiken steht mit jeder einzelnen 
in der Beziehung (10). 

3) Ist fi = 2A+l (^2i) + l), so sind die Charakteristiken 
Bi,..,Bf4, entweder unabhängig oder ihre Summe ist 0, 
während je fi — 1 unabhängig sind. 

Denn es ist^ wenn Q^^, 

\Bi..B2q-.i, B^gl^ly \Bi..B2QyB2Q\^l, IJB1..B22+1, 5i|^0, 

d. h. die Charakteristiken B^ . . B^q^i und B^, .B%q sind von 
verschieden^ während B^. .B^iJ^i gleich sein kann. 
Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir 2p Charakteristiken 

Bif . .; Btp von der Art, dass zwischen je zweien derselben die 

Gleichung (10) besteht, und bezeichnen ihre Summe (mod 2) mit 

B%p^ij so dass 

(11) Bi . . B%p^i ^ 0. 

Dass es solche Systeme gibt, zeigt sich weiter unten. Die Cha- 
rakteristiken B^y , ., Bip sind von einander unabhängig und ihre 
Summe JSsp+i steht mit jeder von ihnen in der Beziehung (10) (Nr. 2). 
Daher kann man die Charakteristiken B^, . ., J?3p+i beliebig unter 
einander vertauschen. Hieran schliesst sich die Erklärung: 
(II) Ein System von 2j? + 1 Charakteristiken B^y . ., JBjp+i 
von der Beschaffenheit, dass zwischen je zweien derselben 
die Beziehung (10) besteht, soll im Verein mit der Cha- 
rakteristik ein specielles Fundamentalsystem von Cha- 
rakteristiken heissen^). 

1) Für p=l bilden die vier Charakteristiken 00, Ol, 10, 11 ein solches Fonda- 
mentalsystem. 



(12) 
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Die Fundamentalsysteme sind von Wichtigkeit, weil sich aus 
den Charakteristiken eines solchen Systems sämmtliche 2'^ Charakte- 
ristiken zusammensetzen lassen in einer Weise ^ dass sich der gerade 
oder ungrade Charakter einer jeden Charakteristik sofort erkennen 
lässt. Solche Darstellungen heissen kanonische. Zu ihnen führt 
folgende Betrachtung. Eine Charakteristik 0, die aus fi ungraden 
und 1/ geraden unter den 2jp + 1 Charakteristiken JS^, . ., i?2j>+i ge- 

bildet und durch C =^u -{-^g bezeichnet sei, ist nach (6) gerade 
oder ungrade, je nachdem 

eine gerade oder ungrade Zahl ist. Der gerade oder ungrade Cha- 
rakter von C ist also nur von der Differenz ft — v abhängig und es 
ist C (wenn 6 eine ganze Zahl) 

gerade, wenn ft — v = 46 oder = 4<y + 3, 

ungrade, wenn [i — i; = 4<y + 1 oder = 4<y -j- 2. 

Sind t von den 2p ■■{- 1 Charakteristiken Bi ungrade und be- 
zeichnet man die Summe derselben oder^ was nach (11) das näm- 
liche, die Summe der 2p -{•• 1 — t geraden Charakteristiken mit fi, 
so dass 

ß = 2« = 2'^ (13) 

und bildet man aus ä und den Charakteristiken B^, .., £2^+1 fol- 
gende Reihe von Charakteristiken 

1 2 p—i p 

S+^B, &+^B,.., Z+^B, S+^B, (14) 

i 

WO ^ B die Summe von i beliebigen unter den Charakteristiken 
JSj, . ., Bip^i bedeutet, so ist der Charakter dieser Formen leicht zu 

bestimmen. Das allgemeine Glied 2-j-^B der Reihe (14) hat ver- 

schiedene Form, je nachdem ^^ B Charakteristiken enthält, die be- 
reits in S vorkommen und sich aufheben oder solche, die in S nicht 

vorkommen, sondern hinzutreten. Alle diese Formen aber besitzen 

t 

V 

sämmtlich enthalten in der Form ^ n + ^ g (k =^0, l, 2, . .), 



denselben Charakter. Denn sie sind, wenn man ^ u für 2 schreibt, 
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sie sind also von gleichem Charakter, da hier die Differenz fi — 1;«=^ — i, 

i 

d. h. unabhängig von k ist. Ferner sind die Formen 2 +^ ^ ^^<J 

S +^, B von entgegengesetztem Charakter nach (12), da für die 

ersteren (i — v «= ^ — i, für die letzteren ft — !;»=< — i + 2 ist. Die 

• t— 4 

Formen 2 +^/» B und 2 +^^ -^ sind wieder von gleichem Cha- 

rakter. Berücksichtigt man noch, dass 2 +^ B und 2 +^ B nach 

(II) von gleichem Charakter sind, so zieht man den Schluss: Die 
Formen (14) zerfallen in zwei Gruppen von entgegengesetztem Cha- 
rakter, nämlich wenn (> «■ 0, +1, +2, . . ist: 

(15) &+2l^> s+ 2'^' 

(16) s+ 2!^> s+ 2!^' 

Es bleibt also nur noch der Charakter einer dieser Formen zu 
bestimmen. Nun findet man für die Anzahlen der in den Formen 
(14), (15), (16) enthaltenen, verschiedenen Charakteristiken, da die 

Zahl der in 2 +^^ B enthaltenen Charakteristiken der Binomialcoeffi- 

cient (2p+l)i ist, bez. die Werthe 2*^ 2^-^(2^+1), 2^-i(2^ — 1). 
Die Vergleichung mit (4) lehrt, dass die Formen (15) sämmtlich 
gerade, die Formen (16) sämmtlich ungrade Charakteristiken dar- 
stellen. Aus (12) und (15) folgt weiter, dass t — j) «= 4<y oder 
= 4<y + 3 ^^^ ^ — P — 1 = 4<y oder 4<y + 3 ist. Daher muss 

(17) t=p (mod 4) 

sein. Dies gibt den Satz^): 

(III) Bilden 2jp + 1 Charakteristiken JSj, . ., JSsp+i in Ver- 
bindung mit der Charakteristik ein specielles Funda- 



1) Das erste Beispiel einer kanonischen Darstellung aller Charakteristiken 
durch 2p -{- 1 derselben hat Biemann gegeben (ygl. (25)). Herr Frym hat ge- 
zeigt, dass sich diese Darstellungen aus der Theorie der hyperelKptischen Inte- 
grale und der zugehörigen Thetafunctionen ableiten lassen (Pryni, Zur Theorie 
der Functionen in einer zweiblättrigen Fläche. Zürich 1866. S. 5 ff. und Prym, 
Unters, üb. d. Riemann'sche Thetaformel. Leipzig 1882. S. VII). Der Satz EI 
oder die rein combinatorische Herleitung der kanonischen Darstellungen aus den 
Bedingungen (10) wurde gegeben von H. Stahl 1. c). 
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mentalsystem^ d. h. ein System von der Beschaffenheit; 
dass \Bi, Bk\^l (mod 2) {i^Jc), so besteht zwischen den 
Charakteristiken B die einzige Gleichung B^ .. JBj^+i ^ 0. 
Ferner stellen sich die sämmtlichen 2^^ Charakteristiken 
in kanonischer Form dar, nämlich die geraden durch die 
Formen (15), die ungraden durch die Formen (16). Dabei 
ist fi die Summe der unter den B enthaltenen ungraden 
Charakteristiken und t^p (mod 4) die Anzahl dieser Cha- 
rakteristiken. 

Man kann dies auch so aussprechen. Eine beliebige Charakte- 
ristik e stellt sich dar in der Form 

€ = S + cc^Bi -{ [- «ap+iÄp+i, (18) 

wobei unter cci die Zahl oder 1 verstanden ist, je nachdem in der 

r 

Darstellung « =« S +^^ ^ unter dem Summenzeichen die Charakte- 
ristik Bi auftritt oder nicht und eine solche Charakteristik ist 

gerade; wenn i? + 4() oder j) + ^P + 1; 
ungradC; wenn j) + 4p + 2 oder, j) + 4p -f- 3 

der 2|) + 1 Grössen oct den Werth 1; die übrigen den Werth 
haben. 

Die Darstellung einer beliebigen Charakteristik e in der Form 

r 

S +^^ S oder der Form (18) ist auf zwei Arten möglich, von denen 

sich die eine aus der anderen ergibt durch Addition von (11). Eine 
dritte solche Darstellung kann nicht bestehen; da sich sonst durch 
ihre Verbindung mit einer der beiden ersten ausser (11) noch eine 
lineare Relation zwischen den Charakteristiken B ergeben würde, was 
nach (ni) unmöglich. 

Wir stellen jetzt die Frage ^): wie lässt sich ein specielles Fun- 
damentalsystem 0; -Bi; . .; JB2p+i crmittclu 9 Zur Lösung dient folgen- 
der Hilfssatz: 

(a) Sind a«»- ganze + Zahlen und x^y . .; rc^, q VariabelU; sind 
ferner 

t/a = aalXi H [- Ga^X^ (« = 1; 2; . ., ö) (20) 

ö lineare Formen, die (mod 2) unabhängig sind, so haben 
die Congruenzen Ua^Ca (mod 2), wo q, . ., Ca beliebige 



) (.9) 



1) Frobenius, Joum. für Math. Bd. 89. S. 190 u. S. 208 ff. (1880). 
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ganze Zahlen sind^ 2^~° verschiedene, (mod 2) ganzzahlige 
Losungen. 

Beweis. Bezeichnet man die Zahl der Lösungen mit % so kann 
man setzen 

2" 9 "2 (1 + (- l)"'"^") •••(! + (- !)'•<'+''''), (21) 

falls man jedem der Summationsbuchstaben rr^, . .; o;^ in den u die 
Werthe und 1 beilegt. Denn, genügt ein Werthsystem der x nicht 
den sämmtlichen Congruenzen Ua^Ca^ so ist das entsprechende Glied 
der Summe <» 0, genügt es ihnen aber, <» 2^. Führt man nun auf 
der rechten Seite die Multiplication aus, so ist das erste Glied 

^, 1 = 2^; irgend ein anderes aber 

wenn man w^ + • • + Wi «= üiX^ + • • + a^a:^ setzt. Da Wj, . ., Ua 
(mod 2) unabhängig sind, so können die a^ . ,, a^ nicht sämmtlich 

gerade sein. Ist aber a^ ungrade, so ist ^ ( — lyi'i = 0, weil der 

eine Summand -f- 1, der andere — 1 ist. Die rechte Seite der 
letzten Gleichung ist also und folglich die rechte Seite in (21) 
= 2?. (q. e. d.) 

Die Ermittelung eines speciellen Fundamentalsystems 0, 
£,,..; Jßap+i kann nun schrittweise geschehen, indem man mit 
der ersten Charakteristik beginnt. 

J5i ist verschieden von 0, sonst beliebig, also auf 2^^ — 1 Arten 

wählbar. 
B^ ist dann irgend eine Losung der Congruenz \B^j X|^l. 

Solcher Losungen gibt es nach dem Hilfssatze (a) 2^'*"'^. 
B^ ist Losung der beiden Congruenzen \Bi, X| ^ 1 (i = 1, 2). 
Solcher Lösungen gibt es 2^^""* — 1 (wenn p > 1), da nach 
(III) zwischen B^ und B^ keine Relation besteht, also die 
zwei Congruenzen unabhängig sind und da ausserdem die 
Summe B^B^ als Lösung auszuschliessen ist. 
JB4 ist Lösung der drei Congruenzen | JB^, X| ^ 1 (i = 1, 2, 3). 

Solcher Lösungen gibt es nach (a) 2**^—'. 
J5ß ist Lösung der vier Congruenzen |JB,-, X| ^ 1 (i = 1, . ., 4). 
Solcher Lösungen gibt es 2*^"~* — 1 (wenn p > 2), da die 
Summe B^B^B^B^ als Lösung auszuschliessen ist, u. s. f. 

Auf diesem Wege erhält man sämmtliche, specielle Fundamental- 
systeme. Zugleich ergibt sich, da das angegebene Verfahren auch alle Per- 
mutationen der Charakteristiken eines jeden Fundamentalsystems liefert, 
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also durch die Zahl der Permutationen von 2p + 1 Elementen, A h. 
durch (2jp+ 1)' zu dividiren ist, als Zahl der speciellen Funda- 
mentalsysteme: 

(28p_l)2«J>-^(2«l>-g-l)..2«(2«-l)2 ^ (2'^-l)(2^y-^-l)..(2»— l) gp, .^ . 
1.2..2JP + 1 1.2..2JP + 1 ^ ' ^"^^^ 

Aus der Bildung des Systemes folgt zugleich: Wenn ft Charak- 
teristiken die Eigenschaft haben, dass zwischen je zweien die Relation 
(10) besteht und dass ihre Summe, falls ft uugrade ist, nicht ver- 
schwindet, so können sie zu einem speciellen Fundamentalsystem 
ergänzt werden. So kann man 2j} + 1 — A durch die Relationen 
(10) verbundene Charakteristiken j?,-, deren Summe, wenn X gerade 
ist, nicht verschwindet, zu einem speciellen Fundamentalsystem er- 
gänzen auf 

p _ 1.2(2«^l)2»(2^~l)..(2^-^-<y) 

verschiedene Arten, wo 5 = oder = 1, je nachdem X gerade oder 
ungrade ist. 

Ein specielles Fundamentalsystem ist hiernach vollständig be- 
stimmt durch 2p — 2 seiner Charakteristiken (A = 3, cJ = l, P2 = l); 
es kann auf 2 Arten vervollständigt werden, wenn 2p — 3 Charakte- 
ristiken (A = 4, tf = 0, Pji = 2), auf 6 Arten, wenn 2p — A Charak- 
teristiken gegeben sind u. s. f. 

Man kann auch auf einfache Weise aus einem Fundamental- 
system alle übrigen ableiten. Zunächst ist klar: 

Sind JBj, ^2, JB3, B^ vier Charakteristiken eines spe- 
ciellen Fundamentalsystems und 8 ihre Summe und er- 
setzt man diese vier Charakteristiken durch 8B^, ^B^, 
SB^y SB^^ oder durch B.,B^B^, B^B^B^, B.B^B^, B.B^B^, 
während man die übrigen ungeändert lässt^ so hat man 
wieder ein specielles Fundamentalsystem. 

Es ist aber auch leicht zu sehen, dass man durch wiederholte 
Anwendung dieser Operation aus einem Fundamentalsystem alle 
anderen ableiten kaon. Denn ist B^^ . ., Äp+i ein specielles Funda- 

mentalsystem, so kann mit Hilfe von ^^ JB = (11) jede Charakte- 

ristik auf zwei Arten in die Form ^^ B gebracht werden, wo 

ft = 0, 1, .., 2p -{- 1 ist. In der einen Darstellung kommt B^^ vor, 
in der anderen nicht. Mithin kann jede Lösung der Congruenzen 

stahl, Abersche Fonotionen. 22 
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(24) \B„X\ = 1, \B„X\ = l,...,\Bx,X\ = l 

in der Form X =^ B ^=^ BaBß . . angenommen werden, wo keiner 
der Indices a, ß^ ,. gleich 1 ist. 

Da unter dieser Voraussetzung 
\B,, BaBß . .| = I JB„ JB,| + I JB„ 5^1 + . . = fi 
ist, so muss ft ungrade sein. Da femer 
\B^,BaBß..\ = \B^,Ba\ + \B^yBß\ + '' = ii^\ oder =ft 

ist, je nachdem einer der Indices Uy /3, . . gleich 2 ist oder nicht, so 
folgt, dass keiner der Indices a, /3, . . gleich 2, 3, . ., A sein darf. 
Mithin sind die sämmtlichen Lösungen der Congruenzen (24) dar- 
gestellt durch alle Summen je einer ungraden Anzahl der Charakte- 
ristiken Bx^ij .., £2^+1« Für Bi^i kann man also jede Summe 
einer ungraden Zahl dieser letzteren Charakteristiken wählen^ ähnUch für 
-B2+2 u. s. f., woraus die obige Behauptung folgt. 

Will man auf diesem Wege ein gegebenes Fandamentalsystem in 
ein bestimmtes anderes verwandeln, so geht man schrittweise vor; 
dabei braucht man nur mit den Charakteristiken zu operiren, die nicht 
beiden Systemen gemein sind. 

Wir imtersuchen schliesslich das Verhalten eines speciellen Fun- 
damentalsystems von 2j? + 2 Charakteristiken 0, B^y . ., JBap-f-i ge- 
genüber einer beliebigen Verlegung des kanonischen Querschnitt- 
systems der Fläche 21 Aus Satz I und II folgt unmittelbar: 

(IV) Jedem üebergang von einem kanonischen Querschnitt- 
system in ein anderes entspricht der üebergang von 
einem speciellen Fundamentalsystem in ein anderes 
solches System. 

Umgekehrt gilt der Satz: 

(V) Jedem üebergang von einem speciellen Fundamental- 
system in ein anderes entspricht der üebergang von 
einem kanonischen Querschnittsystem in ein anderes 
solches System^). 

Der Beweis hat nur zu zeigen, dass man jedes Fundamental- 
system 0, JBi, . ., Bip^x durch wiederholte Anwendung der in § 38 
aufgestellten, elementaren Transformationen in ein bestimmtes Fun- 



1) Diesen Satz hat Herr Frobenius (l. c. S. 187) für allgemeine Fanda- 
mentalsysteme (s. § 41) ohne Beweis angegeben. 
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damentalsystem 0, X, Xj, . ., Xp, T^, . ., Yp rerwandeln kann, etwa 
in folgendes System, das aus p ungraden und j) + ^ geraden Charak- 
teristiken besteht: 

(X,)-=(1000..00; 0000. .00), (7,) = (0000.. 00; 1000. .00),^ 
(X2) = (1100..00; 1000. .00), (F^) = (1000,. 00; 1100. .00), 
(X3) = (1110..00; 1100. .00),. (Fg) — (1100.. 00; 1110. .00), 



(25) 



(Xp)=(llll..ll; 1111. .10), (r^) = (llll.,10; 1111. .11), 
(X) =(1111. .11; 1111.. 11), (0) =(0000. .00; 0000.. 00).J 

Wendet man die Transformationen Tj, Tg, T^ des § 38 auf die 
Formeln (2) an, so erhält man 

Ti' lfi=Xf,'^ l'ti=xl (ft==l,..,|)) ausser |m=a:^+a?m; | 

5^2: lfi^Xf,\ |^=a;^ (|ii=l,..,2)) ausser im=Xm+^m] \ (26) 

Zj! S^ = a?^; ili=Xf, (fl=l,..,|)) ausser in=Xn+Xm] ^m^Xm+XnO 

Ist nun (x) = (a?i . . Xp'^ x^. . Xp) eine beliebige, erste, von (0) 
verschiedene Charakteristik des gegebenen Fundamen talsystems B, so 
lässt sich dieselbe durch wiederholte Anwendung der Operationen (26) 
der Reihe nach auf die folgenden Formen bringen 



(100 . . 
(100 . . 
(100 . . 
(100 . . 



Xi X^ • • Xpj , 
L X2 - • Xpj , 

1 .. 0), 
.. 0). 

Die letzte Form ist die Charakteristik (X,) in (25). Ist ferner (j/) 
eine beliebige, zweite, von verschiedene Charakteristik des Funda- 
mentalsystemes B, so muss dieselbe wegen (10) von der Form sein 
(fftPi' -Vp] 1^2'- • Vp)' Sie lässt sich, ohne dass die erste Charakte- 
ristik (Xj) sich ändert, durch die Operationen (26) der Reihe nach 
verwandeln in 

(^1^2 . . yp; 1 . . 0) 

(0 .. 0; 1 .. 0). 

Die letzte Form ist die Charakteristik (F^) in (25). Nach (10) 
ist nun für zwei weitere, beliebige, von verschiedene Charakteri- 
stiken (0) und (f) des Systems B e^ => 0^'= t^ «^ ^j'= 1 und folglich 

p p 

22* 
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d. h. für sie reducirt sich die j}-gliedrige Bedingung (10) auf eine 
eben solche; p — 1-gliedrige Bedingung. Man kann daher in den 
noch übrigen Charakteristiken B das erste und j) + 1*® Element weg- 
lassen und mit den 2p — 2 bleibenden Elementen ebenso verfahren; 
wir bei den zwei ersten Charakteristiken mit den 2p Elementen. 
Man erhält so der Reihe nach statt des Systems 0; ^^ . . B%p^\ die 
Charakteristiken 0; X^y T^, X^, ^; • -y -^P) ^ ui^d als letzte die 
Charakteristik Z = (11 . . 1; 11 . . 1). (q. e. d.) 



§ 40. Die lineare Transformation der Thetafonction^). 

Wir kommen zur Untersuchung der Transformation; welche die 
Thetafunction und ihre Elemente; nämlich ihre Argumente; ihre Moduln 
und ihre Charakteristik; bei einer Verlegung des kanonischen Quer- 
schnittsystems der Fläche T erfahren. Diese Untersuchung stützt 
sich auf die Ergebnisse der beiden letzten §§. Wir geben den Glei- 
chungen des § 38 eine andere FonU; indem wir an Stelle der p linear 
unabhängigen Integrale u^i ; . .; Wp, die den beiden Lagen der Querschnitt- 
systeme a, b und a', V entsprechenden zwei Systeme von p Normal- 
integraleu; nämlich u,; . .; Up mit den Perioden aik und t;^; . .; Vp mit 
den Perioden hik einführen und die Beziehungen zwischen den Inte- 
gralen u und V und zwischen den Moduln 0.7. und hn aufsuchen; unter 
der Voraussetzung; dass die Coefficienten der kanonischen Transfor- 
mation (ff; /J; y, S)y dcu Bcdingungcu (6) oder (10) § 38 gemäsS; 
irgendwie gegeben sind. Für die Grossen an und hiu gelten die 
früher bevriesenen Sätze (XIII und XV § 15); nämlich dasS; wenn 

(i; ifc = 1; . ., p) ist: a,t = a*,-; 6,* — hu und dass ^^ änXiXk und 



V 



ik 



^, biktfiffk för reelle Werthe der x und y negativ sind. Dabei be- 

ik 

deuten ä^ und hit die reellen Theile von a,jb ^uid hik- 

Die den Perioden der Integrale w entsprechenden Perioden der 
Integrale u an den Querschnitten a, b und Perioden der Integrale v an 
den Querschnitten a\ h' sind nach (11) § 15 gegeben durch das Schema 



(1) 





Wk 


Ml 


. . tly . 


. Up 


a^ 


Ayk 





• 


.0 


h 


Byk 


«vi 


m • Cwy |> . 


nO'vp 





Wk 


Vi 


. . Vy . 


. Vp 


a'y 


Ayk 





, , 7ti , 


.0 


K 


Blk 


bvi 


9 • Oiv • 


. Oyp • 



1) Thomae, Dias. Göttingen 1864 und Journ. für Matth. Bd. 76. S. 232 ff. 
(1872). Clebsch-Gordan, Ab.F.S.311ff. (1866) in anderer Herleitong. Weber, 
Annali di matem. Ser. II. T. IX. S. 126 ff. (1878). 
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Daher hat man die Gleichungen (vgl. (13) und (15) § 15), wenn 
(k, ?, /A=l, .., p): 

mwk —^ -^ik ui ^2j ^ih Vi , (2) 

i i 

TciBfik = ^, Äika^j^iy niBla = ^, Ä'ik\i, (3) 

i i 

Man kann in diesen Gleichungen entweder die Grössen Vi und hik 
oder die Grössen iii und a,i als die gegebenen, die anderen jedesmal 
als die gesuchten ansehen; man erhält so zwei Systeme von Glei- 
chungen, die neben einander betrachtet werden sollen. Man löse zu- 
erst die Gleichungen (2) nach den u auf; es sei (f*, v «= 1, . ., jp): 

*V °^» MvfiVy. (4) 

Setzt man in (2) Vj, . ., Vy, . ., tjp = 0, . ., sri, . ., 0, so erhält 
man als entsprechenden Werth von Wk nach dem Schema (1) und 
nach (2) § 38: 

Ä'yk =^ {pCv^iA^h + ßyfiBftk)' (5) 

Der entsprechende Werth von m^^ ist 

TciMvf, = avf,7ci + ^, ßvittf^i. (6) 

Denn der Werth der linken Seite dieser Gleichung folgt unmittelbar 
aus (4); der Werth der rechten Seite wird leicht verificirt; setzt man 
nämlich den Werth (5) von Wk und den Werth der rechten Seite von 
(6) für Ufi in (2) ein, so stimmen beide Seiten von (2) wegen der 
ersten Gleichung (3) überein. 

Setzt man dagegen in (2) Vi^ . .y Vp = bvi, . ., btp, so geht nach 
dem Schema (1) und nach (2) § 38 Wk über in 

Sit =2 ir^>,Ä,, + (J,^B^») (7) 

und folglich w^ über in 

^ Mi^biy = yvii,7ti +^ Svidf^i = P„^. (8) 

i i 

Der Werth der linken Seite ergibt sich wieder unmittelbar aus (4); 
der der rechten Seite, indem man den Werth (7) von Wk und den 
Werth der rechten Seite von (8) für w^ in (2) einträgt und die erste 
Gleichimg (3) berücksichtigt. 
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Die Gleichungen (4, 6, 8) lösen die Aufgabe^ die Grössen ui und 
aik zu bestimmen, wenn die Grössen Vi und bik gegeben sind. Denn 
aus (6) und (8) erhält man, wenn v = 1, . ., i? gesetzt wird, die 
Werthe von a^i, . ., aj^p und die Werthe der Jf»^; alsdann aus (4) 
die der u^. Die Determinante der Grössen M^fi kann nach den 
Sätzen des § 15 nicht verschwinden. 

Man erhält ein zweites, ganz analoges System von Gleichungen, 
indem man die Gleichungen (2) nach den v auflöst; es sei 

(9) Vf,^^ N^^Uv. 

Setzt man ti^, . ., n«., . ., tfp ^s 0, . ., ni, . ., 0, so geht nach dem 
Schema (1) und nach (8) § 38 Wt über in 

und folglich v^ über in 

(10) JtiNf^^ «=» df,v ni — ^ ßivbf^i. 

i 

Setzt man dagegen u^^ . ,, Up = o^i, . ., a,^, so geht Wt über in 

und folglich v^ über in 

(11) ^Nf^iüu ~ — y/if^i + ^ ccivhfi = Qfiv 

i i 

Die Vergleichung der beiden Formelsysteme (4, 6, 8) und (9, 10, 11) 
zeigt, dass man in den Entwicklungen durchgehends die Grössen 

(12a) Uif ttikf «,>, /J,>, y.>, *,>, M^ffy P^f, 

vertauschen kann bez. mit den Grössen 

(12b) Vi, bikf df,i, — ßf,i, — y^i, a^,-, Nf^y, Qf^r. 

Trägt man die Werthe der v aus (9) in (4) und umgekehrt die 
der u aus (4) in (9) ein, so erhält man zwischen den M und j^ die 
Beziehungen 



(13) 



(»■ ^ f*)- 
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Setzt man 

m'^^±M,, .. -Mpp, N^^±N,, .. JVp^, (14) 

so folgt 

MN=1. (15) 

Diese Entwicklungen sollen nunmehr zur Transformation der 
Thetafunction verwandt werden. Auf Grund der Gleichungen 
(4^ 6^ 8) suchen wir Beziehungen auf zwischen Thetafuuctionen mit 
den Argumenten Vh und Moduln bhk und Thetafuuctionen mit den 
Argumenten Uh und Moduln a^t. Hierzu gehen wir aus von der Theta- 
fonction erster Ordnung mit den Argumenten Uh, den Moduln ank und 
der zweitheiligen Charakteristik (rr), nämlich (vgh (37) § 26): 



(16) 



In diese Function tragen wir die Werthe (4) ein, wodurch sie in 
eine Function der Argumente Vi übergeht, und untersuchen das Ver- 
halten dieser Function bei Vermehrung der Argumente um die zu 
den Vi gehörigen Periodensysteme. 

Wächst Vw um ä*, also w^ um den Werth (6), so geht ^«([m; a} 
nach (12) § 26 über in 

Wächst Vi, . ., Vp um 6^1, . ., 6»;», also w^ um den Werth (8), so geht 
'9'ar([w, a| über in 

^«((«*; 4 •(-!)* ^ ' •'* ' (18) 

Aus (17) schliesst man, dass die Function d'xl[u] a)) durch Multi- 
plication mit einem Factor, dessen Logarithmus eine homogene Func- 
tion zweiten Grades in u^, . ., Up ist, in eine Function verwandelt 
werden kann, die für jede der Variabein v^, . ., Vp die Periode »i be- 
sitzt. Wir betrachten daher, indem wir 

setzen, statt d'x([u] a]j die folgende Function: 

»^(u,, . ., Wp; ä) c/^"^'-' V = F(vi, . ., Vp). (20) 
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Es wird sich zeigen, dass sich die Coefficienten Ca in (19) so 
bestimmen lassen, dass (20) eine Thetafiinction erster Ordnung mit 
den Argumenten Vi, den Moduln bik und einer gewissen, zweitheiligen 
Charakteristik (£) ist, dass sie also den beiden Functionalgleichungen 
genügt. (Vgl. (38) § 26): 

\F(v, + b,i,..,Vp + h,p)^('^l/v F{v,, , t;p)^«•.-^.. 

Wir suchen zunächst der ersten Gleichung (21) zu genügen; 
dabei bestimmen sich die Grössen Ca und die Zahlen S^. Lässt man 
Vf um ni wachsen, so wächst w^ um itiMv^i (6) und es geht fi[u^ 
über in 

(22) f{%i^, . ., Up) + 2m ^ CikUiMvk — x^^ CikMyjMyk- 

Soll nun F(vi^ . ., Vp) der ersten Gleichung (21) genügen, so hat 
man, wie die Vergleichung mit (17) ergibt, zu setzen: 

^, /5r . Ui = m ^ Cik Ui Myk , 
oder 

(23) ßu — ^iZj ^t* •^''* («'i * = 1 7 • •; P) • 

Hieraus folgt durch Auflösung nach du und wegen (6) 

dlog M d log M 



(24) ^^ = h2^^^ 



dM^j^ da.j^ 



wo M die Determinante (14) bedeutet. Hiermit sind die Coefficienten 
Cik in (19) eindeutig bestimmt; für sie gelten die Gleichungen 

(25) Cik = Cki, 

wie aus (24) unmittelbar folgt. 

Man kann nun auch das letzte Glied in (22) bilden. Aus (23) 
in Verbindung mit (6) folgt: 

(26) — n^^ca Mvi M^k = yci^Mn /5, . = ni^a^i ß^ +^aik ßn ßvk- 

ifk i i ijk 

Aus (17) und (22) ergibt sich nunmehr, dass die Function i^(vi,..,t?p) 
der ersten Gleichung (21) genügt, wenn man setzt: 

(27) I. =^ (a,i Xi + ßri xl + «„• /Jw) (mod 2). 

Wir suchen femer die Bedingungen auf, unter denen die Function 
(20) auch der zweiten Gleichung (21) genügt; dabei ergeben sich 
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die Zahlen |^. Lässt man 1;^, . ., Vp um &yi, . ., ^yp wachsen, so wächst 
Uf^ um Pvfi (8); folglich geht fi[u]j über in 

f(u,, . ., Up) + 2^CnUiP,it +^CaPviPrk. (28) 

Um die beiden letzten Glieder von (28) auszuwerthen, entnehme 
man den Gleichungen (6) und (8) die Werthe von a,,^ und y^^ und 
trage sie in die Gleichungen (10) § 38 nämlich 

Vr^ A R ^ V _ + 1, wenn ft = i;, 

i 0, wenn [i -^v 

ein; man erhält 

i n%^ Q^ wenn fi ^ v. 

Ersetzt man hier /3^i durch seinen Werth aus (23) ^ so folgt 

2M,,iS.,-2c.P..) = J' "^"^ ^ > "' (29) 

"i iT 0, wenn ft ^ v. 

Multiplicirt man die linke Seite von (29) mit v^ und summirt 
nach ft, so folgt wegen (4) 

Zj CikUiPrk == — Vr + ^ *nMi. 

ifk i 

Multiplicirt man dagegen die linke Seite von (29) mit &^y und 
summirt nach fiy so folgt wegen (8) 

^ Ca Pu Pri = — ivv+ ^iZj y^i *w +^ ««* 8vi *v*. (30) 

i^k i ifk 

Wächst also i;,, . ., Vp um ft^i, . ., byp, so geht /*fw)) nach (28, 
29, 30) über in 

/(mi, . ., Wp) — 2vr — byv + 2^ dyjWf + Tci-^ytjdvi +^a,**w*i'* . 

Dies in Verbindung mit (18) zeigt, dass die Function F(vi, . ., Vp) 
(20) auch der zweiten Gleichung (21) genügt, wenn man setzt: 

S; =^i?u Xi + *w a:/+ y.,*„) (mod 2). (31) 

Man kann also in der That den Bedingungen (21) genügen; die 
Grössen Cik bestimmen sich aus (24), die Charakteristik (|) aus (27) 
und (31). Die Auflösung der letzten Gleichungen nach Xi und x( 
lautet 
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(32) a?,=2(*^,|^— /J^<|;+/J^i*^0^ a;/=2^(-y^i|^ + a^<i;HFa^,yA«.), 

d. h. die aufgelösten Gleichungen unterscheiden sich von den ursprüng- 
lichen nur dadurch^ dass an Stelle der Transformationscoefficienten 
die inversen Coefficienten getreten sind. 

Die Transformationsformel für die Thetafunction lautet 
nunmehr nach (20) und (24) 

(33) »^ ((i;; J) = ^ ^, {{n ; a} 6f((^^\ 
wo 

(34) /^W'-2'^«'«- 

Es ist klar, dass man in den vorstehenden Entwicklungen durch- 
gehends die Grössen 

w, a, aif,, ßif,y yi^, d,-^, M^ P, x 

vertauschen kann bez. mit 

Man erhält so gleichzeitig mit (33) und (34) die Formeln 

(35) ^, ((w; 4 = B^^ C^; 1} e^^^^\ 
wo 

(36) ^Cfl^^^f.t,». 

Die Constanten A und By sowie die Functionen f^u^ und 9>(({^]) 
in (33) und (35) stehen in enger Beziehung zu einander. Eliminirt 
man aus beiden Gleichungen die Functionen d und setzt dann U|,..,Up, 
also nach (4) auch t;^, . ., Vp gleich 0, . ., 0, so folgt 

(37) AB^l und f{u)i + 97 ((t;)) = (mod 2%%). 

Es bleibt noch die Constante A in (33) zu bestimmen; dieselbe 
ist abhängig von den Moduln Oik (oder hn^^ den Transformations- 
coefficienten a, /J, y, 8 und der Charakteristik x (oder S). Wir ver- 
weisen wegen dieser Rechnung auf die Litteratur^). 

Die gewonnenen Resultate fassen wir zusammen in den Satz: 

Bei einer Verlegung des kanonischen Querschnitt- 
systems oder bei einer kanonischen Transformation der 



1) Thomae, 1. c. Clebsch- Gordan, 1. c. S. 818 ff. Weber, Joum. für 
Math. Bd. 74. S. 674 (1871). 
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Perioden^ dargestellt durch die Gleichungen (2) § 38 mit 
den Bedingungen (6) oder (10) § 38, verändern sich auch 

1) die Argumente der Thetafunction Ujt in Vk 
gemäss den Gleichungen (4) oder (9); 

2) die Moduln der Thetafunction üik in bik 
gemäss den Gleichungen (8) oder (11); 

3) die Charakteristik der Thetafunction ^ in g 
gemäss den Gleichungen (27) und (31) oder (32); 

4) die Thetafunction selber d'x^U] a)) in ^^{vyl} 
gemäss den Gleichungen (33) oder (35). 

Diese Transformation heisst die lineare Transformation der 
Thetafunctionen. Da die Transformationscoefficienten (a, ß, y^ d) 
auf unendlich viele Arten gewählt werden können, so heisst die Theorie 
der linearen Transformation auch die Theorie der unendlich vielen 
Formen der Thetafunction. Da femer lineare Transformationen, 
deren Goefficienten a, ßy y, d nach dem Modul 2 congruent sind, zu 
denselben Charakteristiken der transformirten Thetafunctionen führen, 
so betrachtet man nur solche lineare Transformationen als wesentlich 
verschieden, deren Coef&cienten (mod 2) verschieden sind; die Zahl 
dieser letzteren ist endlich. 

§. 41. Transformation der Thetacharakteristiken. 

In § 40 wurde die einer Verlegung des kanonischen Querschnitt- 
systems (a, b) entsprechende, lineare Transformation der Thetafunction 
untersucht. Bei derselben ändern sich die Argumente, die Moduln und 
die Charakteristik der Thetafunction. Wir betrachten jetzt eingehender 
die Transformation der Thetacharakteristiken, die von der der 
Periodencharakteristiken (§ 39) wesentlich abweicht. Die Transformation 
zwischen zwei Thetacharakteristiken x und | war gegeben durch die 
linearen, nicht homogenen Gleichungen^) (27) und (31) § 40, 
nämlich, wenn (i, i; = 1 , ..,!?): . 

' (1) 

Iv ^^(yviXi + SviX'i + yv,*w) (mod 2), 

wobei vorausgesetzt ist, dass die Goefficienten a, /3, y^ 8 den Gleichungen 
(6) oder (10) § 38 genügen. 



1) Für j) = 2: Hermite, Comptes rendus. T. 40, S. 367 (1856). 
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Wie aus PeriodencharakteristikeD^ so lassen sich auch aus Theta- 
charakteristiken gewisse Formen bilden^ die der linearen Transforma- 
tion oder der Querschnittyerlegung gegenüber inyariant sind. Ein 
erster Satz ist folgender: 

(1) Ist (x) eine beliebige Thetacharakteristik, so ist der Aus- 
druck 

(2) \x\^^XiXi 

i 

invariant für jede Verlegung des Querschnittsystems oder 
jede lineare Transformation der Thetafunctionen. 

Dass I II ^ 1 0? I ergibt sich aus (1) mit Hilfe der Relationen (6) 
oder (10) § 38. Dasselbe folgt auch so: Setzt man in der Trans- 
formationsgleichung für die Thetafunction (33) § 40 — u« für Uiy also 
nach (4) § 40 auch — v,- für Vi (i = 1, . . , p\ so nimmt, da die Con- 
stante A von den Ui unabhängig und /'([u)) homogen vom zweiten 
Grade in den ti,- ist, die linke Seite den Factor ( — 1)'^', die rechte 
Seite den Factor ( — 1)1*1 an nach (41) § 26. Da andrerseits die 
Gleichung (33) § 40 ungeändert bleiben muss, so folgt ( — 1)1 ^ I = ( — 1)1* I 
oder I S I ^ I ic I (mod 2). (q. e. d.) 

Hiemach geht jede gerade Charakteristik wieder in eine gerade, 
jede ungrade Charakteristik wieder in eine ungrade über; dasselbe gilt 
von den Thetafunctionen. Aus (I) ergibt sich sofort ein zweiter Satz. 
Nach (1) geht die Summe einer ungraden Anzahl von Theta- 
charakteristiken rr, y, ;sf, . . über in die Summe der transformirten 
Thetacharakteristiken g, 17, ^, . . Es ist also auch \xyz\ und all- 
gemein \xx^. .x%x\ invariant. Daher folgt aus (I): 

(II) Sind Xy y, z drei beliebige Thetacharakteristiken, so ist 
der Ausdruck 

(3) \x, y, z\ = \x\ + Ij^I + l^i + \xyz\ 

invariant für jede Verlegung des Querschnittsystems oder 
jede lineare Transformation der Thetafunctionen. 

Der Ausdruck \Xy y, z\ lässt sich auch schreiben (vgl. die Defini- 
tionen S. 263) 

(4) |a', y, z\ = \x, y\ + |y, z\ + \z, x\ = \xy\ + \yz\ + \zx\, 

so dass, wenn G eine beliebige Thetacharakteristik ist, 

(5) \Xy y, z\ ^ \Cx^ Cyy Gz\ . 

Wie früher für die Periodencharakteristiken der invariante Aus- 
druck von zwei Charakteristiken |a?, y| (I, § 39), so gibt hier für die 
Thetacharakteristiken der invariante Ausdruck von drei Charakteristiken 
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\3C, y, z\ Anlass zur Untersuchung eines Systems von Thetacharakte- 
ristiken von der Beschaffenheit; dass zwischen je dreien derselben dieser 
Ausdruck (3) entweder den Werth oder 1 (mod 2) hat. Systeme 
der letzteren Art führen auf die sog. allgemeinen Fundamental- 
systeme Yon Charakteristiken^). Man kann dieselben noch ein- 
facher immittelbar aus den früher (§ 39) betrachteten, speciellen 
Fundamentalsystemen herleiten, indem man definirt: 

(III) Addirt man zu den Charakteristiken eines speciellen 
Fundamentalsystems von 2|) + 2 Charakteristiken 0,^i, . ., 
JB^p^i eine beliebige Charakteristik Aq und setzt 

A^Bi^Äi oder Bi^A^Aiy (6) 

80 bilden die 2jp -f~ ^ Charakteristiken 

-^o> -^i; •••? A%p^x (7) 

ein allgemeines Fundamentalsystem von 2p -{-2 Charakte- 
ristiken. 

Ist C eine beliebige Charakteristik, so bilden die 2p -{• 2 Cha- 
rakteristiken CAq, GA^j . ., CAtp^i offenbar ebenfalls ein allgemeines 
Fundamentalsystem und zwar ein von dem ursprünglichen verschie- 
denes, wenn Cvon verschieden ist. Setzt man C===Aq und CAi^=Bi, 
so erhält man umgekehrt aus dem allgemeinen ein specielles Funda- 
mentalsystem von der in § 39 betrachteten Art. 

Die Eigenschaften eines allgemeinen Fundamentalsystems sind 
nach der Definition (III) folgende: 

1) Zwischen je dreien der Charakteristiken (7) besteht die Relation: 

\Ai, Ar,, A,\ = l (mod 2). (8) 

Dies folgt unmittelbar aus (6) und der Darstellung (4) von |a?, y, j2?|. 
Umgekehrt köunen die Bedingungen (8) zur Definition eines 
allgemeinen Fundamentalsystems dienen. 

2) Da Aq als beliebige Charakteristik sich in die Form bringen, 
lassen muss Aq'^B^, . B^i ^ ^2;+! . . B^p^i , so folgt aus (6), 



1) Die allgemeinen Fundamentalsysteme sind untersucht von Herrn Fro- 
benius (Joum. für Math. Bd. 89 S. 208 ff. 1880) auf Grund der Definitions- 
gleichungen (8). Systeme von Charakteristiken, für die der Ausdruck (3) den Werth 
bez. 1 hat, heissen auch syzygetische bez. azygetische Systeme. Entsprechende 
Bezeichnungen gelten für die specieUen Fundamentalsysteme. Die obige Herleitung 
der Eigenschaften der allgemeinen aus denen der speciellen Fundamentalsysteme 
hat Herr Prym gegeben (Unters, üb. d. Riemann'sche Thetaformel, Leipzig 1882, 
S. 64 — 70). Daselbst ist auch die Bezeichnung „kanonische Darstellung" der Cha- 
rakteristiken durch ein Fundamentalsystem eingeführt. 
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dass zwischen den Charakteristiken (7) zwei Relationen bestehen 
von der Form 

aus ihnen folgt 

(10) -^0-^1 • • • -^2^4-1 ^ . 

Eine weitere Relation aber kann zwischen den 2p ^ 2 Charakte- 
ristiken (7) nicht bestehen^ weil sonst eine lineare Relation zwischen 
den Charakteristiken B bestehen müsste, ausser B1B2 . . B^p^i ^0, 
was nicht der Fall ist (Satz III § 39). 

Man kann nun^ ebenso wie (§ 39) durch ein specielles, so auch 
durch ein allgemeines Fundamentalsystem sämmtliche 2^^ Charak- 
teristiken in kanonischer Form darstellen^ d. h. so, dass sich der 
gerade oder ungrade Charakter einer jeden Charakteristik sofort er- 
kennen lässt. Nach (18) § 39 hat man für eine beliebige Charakte- 
ristik £ die Darstellung 

Durch Einführung der Ä aus (6) erhält man statt dessen 

« = S + («1 -I h a2p+i) Aq + «1^1 H 1- a2p+i^2i,+i. 

Addirt und subtrahirt man auf der rechten Seite {p-\'l) Aq und setzt 

«p+i 
2 + ip+l)A,= K, ao=2a.-(p+l), 

SO erhält man die Darstellung 

(12) s = K+ a^ÄQ + «i-ij -| \- a2p^iA2p+i 

mit der Bedingung 

2p4-l 

(13) ^a, =p + l (mod 2) . 

Der gerade oder ungrade Charakter von (12) lässt sich nun leicht 
feststellen. 

Nach (19) § 39 ist s gerade, wenn von den 2p + 1 Grössen 
«1, . ., «2p+i entweder p + 4p oder |) + 4p + 1 den Werth 1 haben. 
Im ersten Falle folgt aus (13) «0 = 1; im zweiten Falle a^ =« 0, so 
dass in beiden Fällen von den 2p -{- 2 Grössen Uq, «,, . ., cc2p+i in 
(12) jp + 4p + 1 den Werth 1, die übrigen den Werth haben. 

Dagegen ist a ungrade, wenn von den 2jp + l Grössen «i, . ., 
«21,+ 1 entweder jp + 4p + 2 oder |) + 4p + 3 den Werth 1 haben; 
im ersten Falle ist «q == 1 , im zweiten Falle Uq «= 0, so dass in beiden 
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Fällen von den 2|) + 2 Grössen «o» «i? • •> «2p+i in (12) p + 4p + 3 
den Werth 1, die übrigen den Werth haben. 

Hieraus folgt^ wenn ^^ Ä die Summe von i beliebigen unter den 

Charakteristiken (7) bedeutet; der Satz: 

(IV) Sind Äq, Ai, . ., A^p^i die 2p -{- 2 Charakteristiken eines 
allgemeinen Fundamentalsystems^ definirt durch das 
Bildungsgesetz (III) (oder, was dasselbe^ durch die Bedin- 
gungen (8)), so bestehen zwischen denselben nur zwei Glei- 
chungen von der Form (9). Ferner stellen sich die sämmt- 
lichen 2^^ Charakteristiken dar in kanonischer Form, 
nämlich, wenn p = 0, +1, +2, ... ist, 

P + 4H-1 

die geraden Charakteristiken in der Form K -j- ^,^f 

,+4,-1 (14) 
die ungraden Charakteristiken in der Form K-\-^ A, 

Wir zeigen noch, dass (ähnlich wie bei den speciellen Fundamental- 
systemen) in den Darstellungen (14) K die Summe der unter den 
2p '\- 2 Charakteristiken Ai enthaltenen, ungraden Charakte- 
ristiken ist und dass die Zahl dieser Charakteristiken ^p 
(mod 4) ist. 

Die Darstellung einer Charakteristik b in der kanonischen Form 
(12) mit den Bedingungen (13) ist auf zwei Arten möglich, von denen 
die eine aus der andern hervorgeht durch Addition von (10). Eine 
dritte solche Darstellung kann nicht bestehen, da sich durch ihre Ver- 
bindung mit den beiden genannten Darstellungen ausser (9) und (10) 
noch eine weitere, lineare Relation zwischen den A ergeben würde, 
was unmöglich. 

Man erhält aber, indem man zu der Gleichung (12) die Gleichungen 
(9) addirt, für dieselbe Charakteristik b noch zwei weitere Dar- 

Stellungen der Form (12), bei denen aber ^ a» ^|) (mod 2). Diese 

Darstellungen sollen nichtkanonische heissen, da sich bei ihnen 
nicht aus der Anzahl der von verschiedenen Grössen a auf den Cha- 
rakter von B schliessen lässt. 

Nun sei eine der nichtkanonischen Darstellungen der Charakte- 
ristik (0) die folgende 

Q = K+Ax^-\ \-Ax^ (5=1) mod 2). (15) 

Bezeichnet man mit ftj, .., fi2i»+2-« die 2|9-|-2 — s von Aj, .., X^ 
verschiedenen Zahlen aus der Reihe 1, 2, . ., 2p -\- 2 und addirt zur 
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linken und zur rechten Seite yon (15) einmal eine beliebige der 
s Charakteristiken Ai^ etwa Ax^^ das andere mal eine beliebige der 
2 j} + 2 — s Charakteristiken A,,, etwa A^^^ so erhält man för Ai^ 
und Aft^ die kanonischen Darstellungen: 

Ax,=K+Ax, + .. + Ax, + Ax,y 

^^^^ A,^^K+Ax, + " + Ax^ + ^M.. 

Die Zahl der Charakteristiken auf der rechten Seite ist in der 
ersten Gleichung (16) s — 1, in der zweiten Gleichung 5 + 1- 
Nach Satz lY sind daher die s Charakteristiken Ax und ebenso die 
2 j9 -f~ ^ — ^ Charakteristiken ^^ entweder sämmtlich gerade oder 
sämmtlich ungrade^ die ersteren aber stets von entgegengesetztem 
Charakter wie die letzteren. Die Charakteristik K muss also nach 

(16) ebensowohl gleich der Summe der geraden, wie gleich der Summe 
der ungraden unter den 2 j) -|~ ^ Charakteristiken A sein. Man kann 
daher nach (15) die s Charakteristiken Ax als die unter den 2p -}- 2 
Charakteristiken A vorhandenen ungraden Charakteristiken betrachten 
und erhält dann nach (16) und Satz IV für s — 1 die Form p + 4p — 1, 
wonach s^p (mod 4). (q. e. d.) 

Hieraus ergibt sich noch; dass die kanonischen Darstellungen (14) 
sämmtlich Combinationen einer ungraden Anzahl(wesentliche Com- 
binationen); die nichtkanonischen Darstellungen dagegen Combina- 
tionen einer geraden Anzahl der Charakteristiken Aq, A^, .,f ^a^+i sind. 

Die Herleitung eines allgemeinen Fundamentalsystems ^o; .., ^2p+i 
ergibt sich aus der eines speciellen Systems. Aq ist beliebig , also auf 
2^p Arten wählbar. Alsdann erhält man die Charakteristiken AqAi «» Ji^ 
wie früher angegeben, womit alle At bestimmt sind. Da hierbei auch 
alle Permutationen der Charakteristiken eines jeden allgemeinen Funda- 
mentalsystems 2p '•\- 2 erhalten werden, so ist die Zahl der allgemeinen 
Fundamentalsysteme nach (22) § 39: 

(17) = 2«. (.»^-0(2»^-» 1) (.' -!) 2,, 

Ferner folgt aus § 39, dass 2p -\-2 — X durch die Relationen (8) 
verbundene Charakteristiken A^ deren Summe, falls l gerade ist, nicht 
verschwindet, zu einem allgemeinen Fundamentalsystem ergänzt werden 
können auf Fx (23) § 39 Arten , wobei d = oder = 1 ist, je nach- 
dem X gerade oder ungrade ist, dass also z. B. ein allgemeines Funda- 
mentalsystem auf 1, 2, 6, . . Arten vervollständigt werden kann, wenn 
bez. 2p — 1, 2p — 2, 2p — 3, . . seiner Charakteristiken gegeben sind. 

Für die Verwandlung eines allgemeinen Fundamentalsystems in 
ein anderes gilt derselbe Satz von J^, A^^ . ., -igj^+i, der S. 337 
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von JBj, . ., B2p-\.i ausgesprochen wurde. Denn für Ax^i kann man 
wie dort jede Summe einer ungraden Zahl von Charakteristiken 
-4^4-1, . ., Aip^i wählen^). 

Kehrt man zurück zu der Yerlegimg des kanonischen Querschnitt- 
systems, so ergibt sich für die allgemeinen Fundamentalsysteme von 
Charakteristiken aus der invarianten Eigenschaft von Ix^y^e] der Satz: 
(V) Jedem Uebergang von einem kanonischen Querschnitt- 
system der Fläche T in ein anderes entspricht eine be- 
stimmte, lineare Transformation der Thetafunctionen oder 
der Uebergang eines allgemeinen Fundamentalsystems von 
Thetacharakteristiken in ein anderes. Dabei bleibt der 
gerade oder ungrade Charakter einer jeden Charakteristik 
des Systems und folglich auch die Zahl s seiner ungraden 
Charakteristiken erhalten. 
Umgekehrt gilt der Satz: 
Jedem Uebergang eines allgemeinen Fundamental- 
systems von Thetacharakteristiken in ein anderes, mit der- 
selben Zahl s der ungraden Charakteristiken, entspricht 
eine bestimmte Verlegung des kanonischen Querschnitt- 
systems der Fläche T, 
Denn seien Aq, A^y .., A^p^i und Aq, Aj, . ., A2^-f-i zwei all- 
gemeine Fundamentalsysteme von Thetacharakteristiken mit derselben 
Zahl s von ungraden Charakteristiken, welche durch eine Transforma- 
tion der Form (1), nämlich, wenn (i, v — 1, . ., jp): 

§v= ^, (ccviXi+ß^iXi + avißvi)^ gr=^ (ynXi+dyiXi+yyidyi) (18) 

i i 

in einander übergehen, wobei die Coefficienten a, /8, y, d den Gleichungen 
(10) § 38 genügen. Setzt man A^Ai — Bt und Aq A,- = B,(i= 1, .., 2^}+ 1), 
so folgt, dass die speciellen Fundamentalsysteme 0, jß^, . ., £2^+1 und 
0, Bi, . ., 82^4-1 in einander übergehen durch eine Transformation der 
Form 

i i 

oder, wenn man ly^, ?yi, y», yj bezüglich durch — gi, gy, — /i^ Zi und 
o^viy ßvi, yvij Sri bcz. durch ö'ivy — ß'ivy — y'ivy «U crsctzt, durch eine 
Transformation der Form 

g. =^{a\.Zi + yirzd , r. =2(ßivi^i + Si.0d , (19) 



1) Frobenius, Joum. für Math. Bd. 89, S. 213 (1880). Daselbst finden sich 
noch weitere Sätze über Complexe von Fandamentalsystemen. 

stahl, AberBobe Fimctionen. 23 
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WO die Coefficienten «', ^', y, d' nunmehr den Gleichungen genügen 

^(a'ifiyiv—ocivyif,) = , ^(ßi/iS'i^ — ßivS'if,) =»0, 

^ ^ ^ , , , , +1; wenn f* =« v, 

•^ '^ r # i- Q^ wenn fi^v. 

Die Gleichungen (19) mit den Bedingungen (20) vermitteln aber 
den Uebergang von einem speciellen Fundamentalsystem oder einem 
Fundamentalsystem yon Periodencharakteristiken in ein anderes, wie 
die Vergleichung von (19) und (20) mit (2) § 39 und (6) § 38 zeigt, 
und einem solchen Uebergang entspricht nach Satz V § 39 stets eine 
bestimmte Verlegung des kanonischen Querschnittsystems, (q. e. d.) 

Wir werfen zum Schluss noch einen Bückblick auf die Lösung 
des Jacobi'schen Umkehrproblems (Abschn. VI). 

Durch die vorstehende Untersuchung der allgemeinen Fundamental- 
systeme von 2 j9 4~ 2 Thetacharakteristiken sind nicht allein die in 
§ 32 S. 263 und 264 benutzten Sätze bewiesen, sondern es tritt auch der 
Einfluss klar hervor , den die Verlegung des kanonischen Querschnitt- 
systems der Fläche T auf die Lösung des Umkehrproblems ausübt. Führt 
man nämlich ein kanonisches Querschnittsystem (a, b) in ein anderes (a', V) 
über, so ändert sich an der im Abschnitt VI (s. bes. § 32 Satz VII) 
gegebenen Lösung des Umkehrproblems nichts, als dass sich einem 
Fundamentalsystem von 2p -^2 Berührungsfunctionen ^^ oder Wurzel- 

functionen ]/^ statt des ursprünglich gewählten Fundamentalsystems 
von 2p -\- 2 Thetacharakteristiken ein anderes solches System zuordnet. 
Für diese neue Zuordnung geben die Gleichungen (4), (6), (8), (27), 
(31) und (33) § 40 die transformirten Werthe der Argumente Uh, der 
Moduln ahk, der Charakteristik [i und der Thetafunction ^fi^U] a)) an. 
Umgekehrt kann man von vornherein einem beliebigen Fimdamental- 
system von Functionen ^^ ein beliebiges Fundamentalsystem von Theta- 
charakteristiken fi zuordnen und nachträglich die Lage des Querschnitt- 
systems angeben, die dieser Zuordnung entspricht. Verbindet man 
schliesslich die im Abschnitt IV betrachtete, eindeutige Transformation 
der algebraischen Fundamentalgleichung F{Xy y) = mit der im Ab- 
schnitt VIII untersuchten linearen Transformation der Thetafunction, 
so erhält man aus einer bestimmten Form der Lösung des Umkehr- 
problems, wie sie im Abschnitt VI angegeben wurde, die allgemeinste 
Form der Lösung dieses Problems. 
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einem Bildniss Flückers and 73 in den Text gedruckten Figuren. 
[XXXVI u. 620 8.] 1895. n. JCiO.— 
n. Band: Phyiikalisohe Abhandlungen. Hrsg. von Fb. Fockbls. ]Mit 78 
Textfiguren und 9 Tafeln. [XYIII u. 834 S.] 1896. n.JiSO.^ 



Sohlegel 9 Dr. V.. Professor an der Grewerbeschule in Hagen, die 
Grassmann sehe Ausdehnungslehre. Ein Beitrag zur Ge- 
schichte der Mathematik in den letzten fünfzig Jahren. [44 S.] 
gr. 8. 1896. geh. n, JC 2.— 

Schlesinger^ Prof. Dr. Ludwig^ J^^riyatdozent an der Universität Berlin, 
Handbuch der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen. [XX u. 486 6.] In 2 Bänden. I. Band. gr. 8. 1895. 

geh. n. JC 16.— [Der U. Band folgt im JaU 1896.] 

Sohröder, Dr. Ernst, o. Prof. der Mathematik an der technischen 
Hochschule zu Kqj|||ruhe, Algebra und Logik der Relative, 
der Vorlesungen über die Algeb ra de r Logik dritter Band. I. Ab- 
teilung. Mit vielen Textfiguren. [Vm u. 649 S.] gr. 8. 1895. geh. 

n. JC 16. — [Baod n, i erscheint im Herbst 1896, HE, S gegen Ostern 1897.] 

Sohülke, Dr. A^ vierstellige Logarithmen-Tafeln nebst mathe- 
matischen, physikalischen und astronomischen Tabellen. Für den 
Schulgebrauch zusammengestellt. [18 S.] gr. 8. 1895. Steif 
geh. n. JC —.60. 

Stäokel. Dr. Fanl^ Professor an der Universität Königsberg, und Dr. 
Friedrich Bngel^ Professor an der Universität Leipzig, die 
Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf Gaufs, 
eine Urkundensammlung zur Vorgeschichte der nichteuklidischen 
Geometrie. Mit 145 Figuren im Text und der Nachbildung eines 
Briefes von Gauls. [X u. 825 S,] gr. 8. 1895. geh. n. JK 9. — 

StolZ) Dr. Otto, ord. Professor an der Universität zu Innsbruck, Grund- 
züge der Differential- und Integralrechnung. In 2 Theilen. 
II. Theil: Compleze Veränderliche und Functionen. Mit 33 Figuren 
im Text. [IX u. 338 S.] gr. 8. 1896. geh. n, JC S.— 

Yolkxnanxij F.^ ord. Professor an der Universität Königsberg i. Pr., 
Franz Neumann, * 11. September 1798, f 23. Mai 1895. Ein 
Beitrag zur Geschichte deutscher Wissenschaft. Dem Andenken an 
den Altmeister der mathematischen Physik gewidmete Blätter unter 
Benutzung einer Beihe von authentischen Quellen. Mit einem Bild- 
niss Franz Neumann's. [VH u. 68 S.] gr. 8. 1896. geh. n. JC 2,4:0, 

Waasiljef. Prof. A.^ Nikola^ Iwano witsch Lobatschefskij. Rede, 
gehalten bei der feierbchen Versammlung der Kaiserlichen Uni- 
versität Kasan am 22. Oktober 1893. Aus dem Bussischen über- 
setzt von Professor Fsibdbich Enobl. Sonderabdruck aus dem 
Vn. Hefte der Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik. 
[40 S.] gr. 8. geh. n. JC 1.20. 

Weiler, Dr. A., in Zürich, neue Behandlung der Parallelpro- 
jektionen und der Axonometrie. Mit 109 Figuren im Text. 
2. wohlfeile Ausgabe. [VHu. 210S.] gr. 8. 1896. geh. n. o« 2 . 80. 

Wirtixi£:er, Dr. Wilhelm, a. o. Professor an der Universität in Inns- 
bruck, Untersuchungen über Thetafunktionen. Von der 
philosophischen Fakultät der Universität Göttingen mit dem 
Beneke-Preise für 1895 gekrönt und mit Unterstützung der KgL 
Gesellschaft der Wissenschaften daselbst herausgegeben [VÜI u. 
125 S.] gr. 4. 1895. geh. n. ^ 9.— 

WislicenuB, Dr. Walter F., a. o. Professor an der Universität Strafsburg, 
astronomische Chronologie. Ein Hülfsbuch für Historiker, 
Archäologen und Astronomen. [X u. 163 S.] gr. 8. 1895. In 
Lnw. geb. n. ow 6. — 

Wüllner, Adolph, Lehrbuch der Experimentalphysik. 4 Bände. 
Erster Band. Allgemeine Physik und Akustik. Fünfte, 
vielfach umgearbeitete und verbesserte Auflage. Mit 321 in den 
Text gedruckten Abbildungen und Figuren. [X u. 1000 S.] gr. 8. 
1895. geh. n. JC 12.— 

Zweiter Band. Die Lehre von der Wärme. 

Fünfte , vielfach umgearbeitete und verbesserte Auflage. Mit 131 

in den Text gedruckten Abbildungen und Figuren. [XI u. 936 S.] 

gr. 8. 1896. geh. .ü 12.— 

[BAnd III, Magnetismus und Elektrizität, ist unter der Preise, Band lY, 
Lehre vom Licht in Vorbereitung.] 
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